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内 容 提 要 


本 书 的 写作 目的 是 攀登 世界 力学 高 峰 一 一 得 到 含义 清晰 又 简练 的 理论 
计算 公式 ， 并 绘制 出 与 光 测 弹性 力学 试验 相 一 致 、 示 于 封面 的 图 案 。 本 书 
从 弹性 力学 基础 出 发 ， 介 绍 了 莫 尔 圆 和 最 大 切 应 力 、Airy 双 调 和 方程 的 建 
立 和 应 力 函 数 的 概念 以 及 方程 的 通 解 和 特 解 。 本 书 还 对 受 径 向 力 圆 环 进行 
了 XX 射线 分 析 。 测 定 了 受 力 回环 中 的 应 力 、 应 变 ， 得 到 了 不 同 晶 向 各 向 
异性 的 应 变 的 重要 结果 ， 又 对 各 向 异性 的 应 变 及 刚度 作 了 机 理 分 析 。 最 后 
介绍 了 力学 中 的 有 限 元 方法 及 受 径 向 力 圆 环 作为 测 力 计 的 应 用 。 

本 书 适合 作为 大 学 及 同等 学 力 力学 专业 的 教材 ， 也 可 供 广 大 科技 工作 
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本 书 是 作者 历经 近 十 年 进行 深入 思索 写成 的 。 全 书 共 9 
章 ， 围 绕 一 个 目的 和 一 个 展望 而 展开 ， 前 3 章 是 后 几 章 的 基 
础 。 各 章 是 作为 有 机 整体 的 一 部 分 而 独立 撰写 的 。 贯 穿 全 书 
的 纽带 是 得 到 受 径 向 力 圆 环 中 的 应 力 分 布 的 公式 。 此 问题 百 
年 来 受到 各 国 科 学 家 的 关注 ， 但 始终 未 得 到 一 个 简单 又 物理 
含义 清晰 的 公式 。 这 正 是 本 书写 作 的 目的 。 理 论 要 由 实验 来 
检验 ，1946 年 ， 伟 大 力学 家 Frocht 已 将 这 一 实验 成 果 公 布 于 
世 ， 但 并 没有 与 实验 配套 的 相应 理论 公式 。 只 有 一 位 科学 家 
于 20 世纪 末 得 到 与 光 测 弹性 力学 实验 一 致 的 理论 的 图 案 , 但 
所 得 公式 复杂 。 其 余 十 多 位 各 国 科 学 家 不 仅 所 得 公式 复杂 ， 
而 且 未 能 得 到 与 实验 一 致 的 理论 的 图 案 。 由 此 看 来 ,“ 受 径 向 
力 国 环 中 的 应 力 分 布 的 公式 ”是 百年 来 世界 性 的 难题 ， 因 此 
作者 借用 数学 上 的 难题 “ 哥 德 巴赫 猜想 问题 ” 冠 名 此 书 ， 不 
妥 之 处 敬 请 专家 和 读者 批评 指正 。 

本 书 第 1 章 是 引子 ， 介 绍 “ 受 径 向 力 轿 环 中 的 应 力 分 布 ” 
有 关 科 学 家 及 其 公式 ， 盖 述 了 力学 中 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”的 
特点 。 第 2 章 讲 坐标 变换 ， 因 为 应 力 与 应 变 都 离 不 开 坐 标 系 ， 
第 4 章 和 第 6 章 中 就 有 相关 的 内 容 。 第 3 章 讲 格林 定理 的 应 
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用 。 因 为 格林 定理 在 电学 和 力学 问题 中 占有 重要 地 位 ， 而 且 
电学 和 力学 中 许多 问题 相互 联系 ， 例 如， 前 者 有 拉 氏 方程 ， 
后 者 有 双 调 和 方程 ， 双 调和 方程 又 可 转化 变换 成 拉 氏 方程。 
第 3 章 以 较 多 篇 幅 涉 及 电学 问题 ， 以 引起 力学 工作 者 注意 。 
电学 和 力学 中 把 能 量 与 泛 函 相 联 系 ， 泛 函 的 变 分 即 极 小 值 问 
题 便 是 能 谷 态 做 最 小 功 问题 ， 这 与 格林 定理 密切 相关 。 于 是 
电学 中 才能 得 到 满足 拉 普 拉 斯 或 泊 松 方程 及 其 各 种 边界 条 件 
的 解 ， 力 学 中 可 得 到 能 谷 态 做 最 小 功 的 实际 真实 应 力 解 ， 从 
而 满足 正 应 力 的 周 向 约束 条 件 。 当 然 这 是 必要 条 件 而 不 是 充 
分 条 件 。 力 学 中 的 充分 条 件 便 是 力 和 力矩 平衡 条 件 ， 第 4 + 
正 是 讨论 这 一 问题 。 该 章 从 弹性 力学 基础 出 发 ， 重 点 放 在 平 
面 应 力 场 ， 介 绍 了 英 尔 国 和 最 大 切 应 力 及 主 应 力 ， 又 介绍 了 
Airy 双 调和 方程 的 建立 和 应 力 函 数 的 概念 以 及 方程 的 通 解 和 
特 解 。 这 些 都 是 经 典 问题 ， 本 书 将 其 编 入 在 内 。Airy 方程 在 
受 径 向 力 回环 中 的 特 解 是 本 书 作者 得 到 的 。 但 这 一 特 解 不 满 
足 由 格林 定理 所 推出 的 正 应 力 的 周 向 约束 条 件 ， 因 此 不 是 实 
际 真实 应 力 解 。 第 4 章 将 这 一 特 解 作 了 改进 后 得 到 了 受 径 向 
力 国 环 中 的 应 力 分 布 解 ， 并 证 明 满足 正 应 力 的 周 向 约束 条 件 
和 内 、 外 壁 边 界 条 件 以 及 力 和 力矩 平衡 条 件 。 也 就 是 说 ， 既 
满足 必要 条 件 也 满足 充分 条 件 ， 因 此 是 实际 真实 应 力 解 。 同 
时 ， 绘 出 了 与 光 测 弹性 力学 试验 一 致 的 等 最 大 切 应 力 条 纹 图 
案 ， 说 明理 论 与 实际 一 致 。 本 书 的 最 终 目的 在 第 4 章 基本 达 
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到 。 但 我 们 并 不 仅仅 停留 于 此 ， 还 对 受 径 向 力 圆 环 进行 了 XX 
射线 分 析 。 这 不 仅 验证 了 理论 ， 更 重要 的 是 有 助 于 理论 的 发 
展 。 随 后 ， 第 5 章 介绍 了 X 射线 的 产生 、 测 试 原理 和 衍射 理 
论 、 衍 射 方法 。 这 一 章 是 为 力学 工作 者 打 物 理 基础 的 ， 篇 幅 
稍 有 扩大 。 其 后 ， 用 X 射线 测定 了 各 种 薄膜 的 晶体 结构 和 对 
受 径 向 力 辆 环 进行 了 应 力 、 应 变 的 测定 ， 得 到 了 不 同 晶 向 各 
向 异性 的 应 变 的 重要 结果 。 第 6 章 针 对 各 向 异性 的 应 变 作 了 
机 理 分 析 ， 解 释 多 晶 和 单 晶 应 变 具有 较 大 差别 的 原因 、 两 者 
刚度 之 间 的 关系 ， 展 示 了 不 同 晶 向 各 向 异性 应 变 之 间 的 坐标 
”变换 。 第 7 章 是 受 径 向 力 圆 环 作为 测 力 计 的 应 用 ， 特 别 是 在 
轿车 开门 二 限 位 器 疲劳 试验 平台 上 的 应 用 ， 验 证 了 理论 与 实 
际 的 一 致 性 。 本 章 中 也 对 相关 电路 及 单片机 作 了 简单 介绍 。 
作者 对 本 书 的 核心 问题 感 兴趣 的 起 因 也 在 于 此 ， 这 一 疲劳 试 
验 平台 已 在 相关 生产 厂家 使 用 。 第 8 章 是 力学 中 的 有 限 元 方 
法 的 应 用 ， 得 到 了 与 理论 一 致 的 等 最 大 切 应 力 条 纹 图 案 。 这 
样 ， 本 书 所 示 出 的 理论 计算 、 有 限 元 方法 绘制 的 与 1946 年 
Frocht 所 测 得 的 光 测 弹性 力学 实验 图 案 三 者 一 致 。 本 章 也 介 
绍 了 Marc 软件 在 力学 传感器 中 的 应 用 ， 以 引起 读者 兴趣 。 最 
后 ， 第 9 章 是 受 多 重 对 称 性 力 的 圆 环 中 的 应 力 计算 。 很 少 有 
科学 家 涉及 这 一 问题 。 因 为 解决 此 问题 需要 两 把 钥匙 ; 其 一 
是 能 谷 定理 ; 其 二 是 Airy 方程 适合 圆 环 的 特 解 。 人 们 往往 忽 
视 能 谷 定理 ， 这 样本 章 的 重点 是 讲 能 谷 定理 在 受 力 薄 、 厚 加 
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环 中 的 应 用 ， 这 将 对 力学 产生 深远 的 影响 。 

在 此 ， 向 粱 家昌、 张志刚 、 孙 钟 林 、 牛 文成 、 王 化 祥 、 
王 江 、 杨 保 和 、 於 定 华 诸位 教授 对 本 书 所 得 的 核心 公式 和 等 
最 大 切 应 力 条 纹 图 的 肯定 表示 感谢 。 作 者 曾 有 说 聆听 已 故 中 
国 原子 能 之 父 、 河 北 工业 大 学 校友 卢 航线 先生 的 名 言 “ 物 理 
学 家 追求 以 简单 的 语言 或 公式 来 表达 复杂 的 物理 现象 ”"， 此 名 
言 对 作者 产生 深刻 的 影响 ， 在 此 表示 感谢 。 本 书 追 求 的 就 是 
这 一 目标 。 对 曾 有 不 同意 见 的 专家 教授 也 表示 感谢 ， 他 们 使 
事物 总 是 不 断 从 否定 之 否定 ， 得 到 螺旋 式 的 上 升 。 

由 于 作者 主要 从 事 半 导 体 工作 ， 对 力学 理论 了 解 肤浅 ， 
不 妥 之 处 在 所 难免 ， 请 广大 读者 批评 指正 。 


作 者 
2011 年 9 月 
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1.1 数学 中 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ” 
1.1.1 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”命题 的 由 来 


著名 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”为 :“ 任 何 一 个 不 小 于 6 的 偶数 都 
可 以 写成 两 个 奇 素数 《素数 又 叫 质数 ) 之 和 。 如 6=3+3，8 = 
5+3,10 =5+5，12 =7+5 等 ， 这 个 命题 简称 为 “1 +1”。1742 
年 德国 数学 家 哥 德 巴赫 ， 在 给 当时 正在 德国 的 瑞士 数学 家 欧 拉 
(1707 ~1783 年 ) 的 一 封 信 中 提 到 了 这 个 猜想 ， 请 赫赫 有 名 的 大 
数学 家 欧 拉 帮忙 证 明 。 然 而 ， 欧 拉 直 到 死 也 没 能 证 明 它 ， 从 此 它 
就 成 了 一 道 世界 难题 ， 吸 引 了 成 千 上 万 人 的 注意 。 


1.1.2 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 的 历史 进程 


人 们 还 根据 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”原始 命题 ， 得 到 了 一 个 推论 ， 
每 个 不 小 于 9 的 奇数 都 是 3 个 奇 素数 的 和 。 例 如 ，9 =3 +3 +3， 
11=5+3+3, 13=5+5+3,15 =7 +5 +3。 哥 德 巴赫 猜想 提出 
后 , 许多 著名 数学 家 把 精力 投入 到 攻克 这 个 世界 难题 上 来 。 可 是 
整个 18 世纪 、19 世纪 都 没有 人 能 够 证 明 它 ， 也 没有 取得 任何 进 
展 。 直 到 进入 20 世纪 ， 数 学 家 们 采取 分 步 推进 ， 先 证 明 “任何 
一 个 不 小 于 6 的 偶数 都 等 于 1 个 奇 素数 与 个 奇 素数 积 的 和 ”， 
简称 为 “1 + mn”， 再 逐步 逼近 “1 +1” 的 策略 后 ， 才 取得 了 一 个 
又 一 个 的 进展 。1920 年 ， 挪 威 数 学 家 布朗 首先 用 “ 筛 法 ”证 明 
了 9+9。20 世纪 20 年 代 ， 英 国 著名 数学 家 哈代 等 人 提出 用 “ 圆 
法 ”来 解决 猜想 。 在 此 基础 上 ， 数 学 家 维 诺 格拉 陀 夫 于 1937 年 
用 他 创造 的 “三 角 和 方法 ”基本 上 证 明了 哥 德 巴赫 猜想 的 推论 。 
因 直 接 证 明 这 一 猜想 困难 重重 ， 所 以 人 们 就 先 证 明 关 于 猜想 的 一 
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个 弱 命 题 : 每 个 大 偶数 可 以 表示 为 一 个 素 因子 个 数 不 超 过 a 的 数 
和 一 个 素 因子 个 数 不 超过 8 的 数 之 和 ， 这 个 命题 就 记 作 a +b, 
然后 步 步 推进 ， 最 后 证 明 1 +1 的 正确 性 。 此 后 又 经 过 许多 数学 
家 (包括 中 国 的 王 元 等 人 ) 的 努力 ， 到 1965 年 ， 苏 联 的 数学 家 
又 证 明了 1 +3。1966 年 ， 中 国 数学 家 陈景润 宣布 他 证 明了 1 + 
2， 并 于 1973 年 发 表 了 论文 《大 偶数 表 为 一 个 素数 与 不 超过 两 个 
素数 乘积 之 和 》， 在 国际 数学 界 引 起 强烈 反响 ， 被 认为 是 迄今 为 
止 最 好 的 求证 结果 ， 国 际 上 称 为 “ 陈 氏 定理 ”。 我 国 数学 家 陈 景 
润 在 这 个 问题 的 研究 上 居 世 界 领 先 地 位 。 但 是 ， 要 想 证 明 1 + 1， 
摘 取 这 颗 数学 皇冠 上 的 明珠 ， 还 有 许多 路 要 走 。 


1.1.3 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 的 特点 


“ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 持续 了 近 三 个 世纪 ， 时 间 跨 度 很 长 。 
涉及 的 都 是 世界 顶级 科学 家 ， 共 有 十 多 位 。 虽 然 命 题 简单 ， 但 问 
题 尚 未 彻底 解决 ， 可 见 攻克 难度 之 大 。 所 以 科学 上 的 许多 难题 试 
图 与 数学 上 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 相提并论 。 


1.1.4 解决 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”问题 的 意义 


从 哥 德 巴赫 提出 猜想 到 今天 ， 吸 引 了 世界 上 很 多 著名 的 数学 
家 来 研究 它 ， 取 得 了 不 少 很 好 的 成 果 。 在 论证 “ 哥 德 巴赫 猜想 ” 
的 过 程 中 ， 必 须 引 进 新 的 方法 ,研究 新 的 规律 ， 由 此 产生 的 研究 
方法 ,不 仅 对 数论 有 广泛 的 应 用 ， 而 且 也 可 以 用 到 不 少 其 他 数学 
分 支 中 去 ， 推 动 了 整个 数论 和 其 他 数学 分 支 的 发 展 。 

哥 德 巴赫 是 在 观察 了 一 些 具 体式 子 的 规律 后 ， 才 提出 “1 + 
1” 猜 想 的 。 这 种 由 特殊 事例 归纳 得 出 一 般 结论 的 推理 方法 叫做 
归纳 法 。 归 纳 法 是 人 们 认识 客观 世界 ， 发 现 客观 规律 的 重要 方法 
之 一 ， 有 必要 深入 研究 。 目 前 函数 或 信号 反 演 问题 ， 是 系统 工程 
中 经 常 遇见 的 问题 。 人 们 提出 的 许多 解决 办 法 或 算法 ， 例 如 穷 举 
法 、 蒙 特 卡 罗 法 、 神 经 网 络 法 、 遗 传 算法 、 模 拟 退火 算法 、 蚊 群 
算法 、 量 子粒 子 算法 、 归 十 算法 ， 虽 然 是 仿生 与 仿 某 种 物理 现 
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象 ,但 归根 结 蒂 起 源 于 归纳 法 。 


1.2 力学 中 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”一 一 受 径 向 力 圆 环 中 
应 力 计算 
数学 中 的 哥 德 巴赫 猜想 有 
历史 典 放 。 争 鸣 跨 越 的 时 间 长 
达 3 个 世纪 ,命题 之 简单 ， 小 
及 的 科学 家 之 多 ， 攻 克 难 度 之 
K, 备 受 世 人 之 更 目 。 同样， 
受 力 贺 环 (图 1 -1) 是 最 简单 
的 机 械 零 件 ， 比 螺钉 还 简单 
但 其 应 用 却 十 分 广泛 。 受 径 向 
力 时 贺 环 中 应 力 计算 之 难 ， 涉 图 1_1 受 径 向 力 国 环 
及 的 科学 家 之 多 ， 称 得 上 是 力 
学 中 的 哥 德 巴赫 猜想 。 只 不 过 无 人 所 出 这 一 命题 。 下 面 作 一 比较 
便 可 知 。 


1.2.1 跨越 的 时 间 长 度 


受 径 向 力 圆 环 中 应 力 计算 的 研究 跨越 20 ~ 21 世纪 ,长 达 1 
个 世纪 ， 见 1. 2. 2 节 。 加 上 涉及 的 理论 或 学 科 ， 如 Castgliano's 
theorem, 平面 应 力 场 的 Airy 方程 (Aiy G. B. , Br. Assoc Adv. Sci Rep. , 
1862) 要 追溯 到 19 世纪 。 


1.2.2 涉及 的 科学 家 及 题目 


具体 如 下 : 

(1) Timoshenko S. On the distribution of stress in a circular ring 
compressed by two forces along a diameter. Phil. Mag. , 1922, 44: 1014. 

(2) Timoshenko S. Strength of Material. Part 1, Elementary, 
Third edition, 1955 ( Van Norstrand Reinhold Company, New 
York), 380. 有 周 向 应 力 经 典 公 式 ， 这 一 公式 满足 能 量 极 小 值 原 
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理 ， 但 只 适用 于 薄 环 : 


G (0) = +> —— +> wF x Ra(eos8 - Z.) 


式 中 ，cw 为 内 外 壁 上 周 向 应 力 ，6 角 见 图 1 -1; W 为 环 宽度 ; 6 
为 半壁 厚 ;Ra 为 中 径 ; M 为 弯 矩 ;下 为 径 向 力 ， 见 图 1-1。 

(3) Frocht M M, Hill H N. Stress — concentration factors 
around a central circular hole in a plate loaded through pin in the 
hole. J. Appl. Mech. , 1940, 7, 5. 

(4) Ripperger E A, David N. Critical stresses in a circular 
ring. Proc. ASCE, February 1946. 

(5) Frocht M M. Photo Flasticity, V.1, 1946 (John Wiley & 
Sons) ，44。 其 中 论 及 圆 环 中 的 最 大 切 应 力 条 纹 光 弹 实验 结果 ， 
这 是 检验 理论 和 有 关公 式 的 实践 的 标准 ， 但 书 中 未 提出 环 中 相应 
应 力 计 算 公 式 。 

(6) Roark R. Formulas for stress and strain, 1965 (McGraw - 
Hill, London), 333. 

(7) Lurje A F. Theory of Elasticity (in Russian), 1970 
(Nauka, Moscow) . 

(8) Durelli A J, Lin Y H. Stresses and displacements on the 
boundaries of circular rings diametrically loaded. J. Appl, Meceh., 
1986, 53, 213 ~219. 

(9) Ma D. Elastic stress solution for a ring subjected to point — 
loaded compression. Int. J. Pre. Ves. & Piping, 1990, 42, 185 ~ 191. 

(10) Ma D. Elastic stress solution for a ring subjected to point — 
loaded tension. Int. J. Pre. Ves. & Piping, 1991, 45, 199 ~ 205. 

(11) Batista M, Usenik. Stresses in a circular ring under two 
forces acting along a diameter. J. Strain analysis, 1996, 31 (1), 
75 ~78. 

(12) Timoshenko S. Theory of Elasticity, 1934 (McGraw — 
Hill Book Co. ) , 104. 
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(13) G B Airy, Br. Assoc. Adv. Sci. Rep. 1862. 

(14) Hirth J P, Loth J.Theory of dislocations, 1968 
(McGraw - Hill Book Co. ) , 7. 

(15) Hess M S. The End Problem for a Laminated Elastic Strip: 
L The General Solution. J. Comp. Mat. 1969, 3: 262 ~ 280. 

(16) Bradley F E. Development of an Airy stress function of gener- 
al applicability in one, two, or three dimensions. J. Appl. Phys. , 1990, 
67 (1) , 225 ~226. 

(17) Frocht M M. Photo Elasticity, V.1, 1946 (John Wiley 
& Sons) , 44. 

(18) Michell J H. 1899, Proc. London Math. Soc. , 31, 100. 

(19) Timoshenko S, Goodier J N. Theory of Elasticity, 1951 
(McGraw - Hill Book Co. ) , 116. 


1.2.3 涉及 的 力学 原理 


下 面 介绍 涉及 的 力学 原理 ， 只 写 出 相应 公式 ， 而 不 解释 符号 
的 物理 意义 ， 以 节省 篇 幅 。1. 2. 2 节 及 书 的 最 后 有 相应 的 参考 文 
献 供 查阅 。 

(1) 利用 Muskhelishvili 所 提出 的 下 列 公 式 解 出 应 力 : 


s, +o =e (O +@'(O)] = 人 Re [9'(2)] 


z, 00 +2ir a = [ep'(Z) +y' (2)] 
(2) 利用 下 列 公式 解 出 应 力 
ar + Go =4Re$( Z) 
G -ar +2iae=2[ 由 (2Z) +(Z) ]e2 
(3) 利用 迭 加 原理 和 级 数 方法 。 
(4) 利用 平面 应 力 场 中 的 Airy s 


V*p= (8: 5) y=0 
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解 出 满足 边界 条 件 的 应 力 解 (参阅 4.4 节 ) 。 本 书 回顾 了 Airy 方 
程 的 推导 ,介绍 了 Airy 应 力 函 数 罗 的 定义 并 得 到 适合 于 受 径 向 
力 圆 环 的 正 应 力 的 解 。 值 得 注意 的 是 满足 Airy 方程 的 解 ， 这 是 
高 能 解 ， 但 不 满足 能 量 极 小 值 ， 因 此 系统 不 处 于 能 谷 态 ， 故 不 是 
真正 的 实际 正 应 力 解 。 

(5) 利用 能 谷 原理 和 格林 定理 的 方法 (参阅 3.4.1 节 )。 只 


对 实际 真实 正 应 力 有 能 谷 态 : fo + rw)dg = 0( 这 里 = oo + 
i 

or 不 同 于 式 3 - 28 tP $ = zs + 0。 前 者 是 真实 应 力 ,后 者 不 是 

真实 应 力 ) 及 由 格林 定理 】 Vzddy = f V dmdl 进一步 得 到 


人 Po teow)as = $2(ow + on)dl = 0 ( 见 式 3 - 26 和 式 


3 -27)。 

因为 实际 真实 正 应 力 要 求 系统 处 于 能 谷 态 而 做 最 小 功 ， 所 以 
上 两 式 已 成 为 检验 任何 方法 所 得 到 的 应 力 解 是 否 是 实际 真实 正 应 
力 的 判断 标准 。 本 书 所 得 的 下 述 核心 公式 〈 见 1.2.7.1 节 ) 已 
被 证 明 满 足 该 标准 ， 但 这 是 必要 条 件 ， 还 必须 满足 充分 条 件 ， 即 
满足 力 的 宏观 积分 和 微观 微分 平衡 及 弯 和 矩 平 衡 条 件 〈 人 参阅 4.4 
节 ) ， 也 就 是 说 这 些 核心 公式 是 实际 真实 正 应 力 。 而 且 等 最 大 切 
应 力 条 纹 符合 光 测 弹性 力学 实验 所 得 的 结果 。 


1.2.4 计算 公式 的 复杂 性 


具体 如 下 : 

(1) A.J. Durelli 和 YY. H. Lin 利用 下 式 : 

(G); =- Mo ah + =. 
MoMacos 60 * +*…) 


——( - M;cos 20* + Macos 40 ° — 


M'P 光村 - 
(ooe)o= TR; -Mo TR + i 2cos 20 * 


M'scos 0* + M'ecos 60* 一 …) 
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0*` = 7/2 或 3n/2 时 , M' 1 _ (=) 
0* 关 T/2 或 3n/2 时 , M' =0 _P_ 
mRot 


sr, (co); 为 圆 环 内 壁 的 应 力 值 ; (ce)o 为 圆 环 外 壁 的 应 力 
fB; R, 和 :+ 分别 为 环 的 中 径 和 宽度 。 计 算得 到 内 外 半径 比分 别 
为 0~0.7 (图 1-2) 和 0.7~0.923 (图 1-3) 时 内 壁 上 以 及 内 
外 半径 比分 别 为 0.4 ~0.76 (图 1-4) 和 0.76 ~0.92 (图 1-5) 
时 外 壁 上 天 值 与 方位 角 9 的 关系 。 值 得 一 提 的 是 该 文中 的 0 角 与 
本 书 的 6 角 两 者 互 成 补 角 ， 即 两 者 之 和 为 r/2。 因 此 无 应 变 点 是 
基本 一 致 的 ， 但 本 书 中 指明 无 应 变 点 位 置 与 壁 厚 有 关 (如 图 
1-8-~ 图 1-13 所 示 )， 而 前 者 与 壁 厚 无 关 。 这 从 图 1 -2 ~ 图 
1 -5 看 得 很 明显 。 且 本 书 指出 ， 无 应 变 点 即 奇 点 在 内 外 壁 的 歧化 


1000hm 


图 1-2 内 外 半径 比 为 0~0.7 时 内 壁 上 天 与 9 的 关系 


图 1 -4 内 外 半径 比 为 0.4 ~0.76 时 外 壁 上 天 与 6 的 关系 
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图 1-5 内 外 半径 比 为 0.76 ~0.92 时 外 壁 上 天 与 6 的 关系 


移动 是 环 内 存在 附加 压缩 的 一 个 证 据 。 早 在 1946 年 Frocht 在 他 
的 著名 著作 Photo Elasticity ( John Wiley & Sons 出 版 社 ) 中 已 指 
明 环 内 存在 附加 压缩 。 
(2) M. Batista #l J. Usenik 引用 Muskhelishvili 所 提出 的 公 
式 ， 又 采用 级 数 方法 ， 还 增加 了 修正 函数 pg1(t) 和 (2): 
9(5) =e (Z) +e) (¿) 
yt) =o (¿) +J (2) 
(3) 马 德 林 解 出 应 力 为 : 
aar w 2(1 —- n)F;,cos 2n0 - H,,cos 2(n + 1) 0 
图 = 六 > |a + n)F;,cos 2n0 + Hcos 2(n + 1)0 


aa O lLánF,sin2n0 +2H,,sin 2(n +1)0 


O| 1 # 论 


1.2.5 力学 中 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”的 特点 


力学 中 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”的 特点 具体 如 下 : 

(1) 力学 中 的 圆 环 (图 1 - 1) 作为 一 个 机 械 上 的 重要 的 零 
件 虽 然 简单 但 应 用 非常 广泛 ， 链 条 ， 吊 环 ， 压 辊 ， 轴 承 套 就 是 重 
要 的 例子 。 又 例如 ， 飞 机 的 机 舱 ， 轮 船 的 船舱 也 可 以 看 成 近似 的 
圆 环 。 再 例如 ， 火 车 的 隧道 ， 汽 车 上 拱桥 与 圆 环 也 很 近似 ， 研 究 
其 中 的 应 力 分 布 (第 4 章 ) 对 它们 的 设计 有 着 重要 的 意义 ， 所 
以 广泛 受到 人 们 的 重视 。 此 外 ， 受 力 圆 环 已 作为 力 传感器 广泛 应 
用 (参见 7.1 ~7.4 节 )。 当 力 传感器 受 力 的 时 候 ， 圆 环 的 内 外 
壁 上 会 产生 周 向 的 应 力 和 应 变 。 如 果 在 其 适当 位 置 上 粘贴 应 变 片 
的 话 ， 人 们 把 应 变 片 构成 惠 斯 顿 电 桥 。 其 信号 的 大 小 及 其 方向 与 
圆 环 上 所 受 的 力 的 大 小 和 方向 及 应 变 片 位 置 密切 相关 。 

(2) 力学 中 有 实验 的 判 据 标 准 。 这 就 是 光 测 弹性 力学 的 实 
验 条 纹 一 一 等 最 大 切 应 力 条 纹 。 这 是 一 复杂 而 又 有 序 不 紊 的 图 
案 ， 条 纹 之 间 不 会 相交 叉 。 因 此 ， 任 何 刻意 凑 拼 出 来 的 公式 绝 不 
可 能 复制 出 这 一 奇妙 的 图 案 。 早 在 1946 年 由 Frocht 实验 测 得 。 
图 1-6、 图 1-7 取 自 Frocht 的 “ 光 测 弹性 力学 ”(1946) ， 有 中 
文 版 〈 科 学 出 版 社 ，1964) 。 另 外 ， 在 内 外 壁 的 相应 位 置 上 有 奇 
点 。 而 且 该 书 明确 画 出 径 向 力 的 作用 点 就 在 外 壁 上 ， 它 不 影响 等 
最 大 切 应 力 条 纹 的 分 布 也 不 改变 内 外 壁 上 无 法 向 正 应 力 和 剪 切 应 
力 这 一 边界 约束 条 件 。Frocht 在 其 著作 中 示 出 了 平面 应 变 场 中 一 
系列 重要 公式 ， 例 如 主 应 力 、 最 大 切 应 力 以 及 莫 尔 圆 等 。 几 代 力 
学 科学 家 得 益 于 此 伟大 的 著作 。 本 书 多 处 引用 其 中 许多 公式 ， 在 
此 表示 衷心 的 感谢 和 崇高 的 敬意 ， 也 感谢 出 版 社 John Wiley & 
Sons 和 中 文 版 的 译 校 者 陈 森 和 页 有 权 先 生 。 可 惜 ，Frocht 在 此 著 
作 中 没有 提出 与 他 的 光辉 的 实验 结果 相配 套 的 圆 环 有 关 的 应 力 理 
论 计算 公式 。 本 书 所 追求 的 正 是 这 一 点 。 

(3) 力学 中 有 FEM 模拟 结果 (图 1 -8、 图 1 -9)。 下 面 是 
圆 环 上 顶端 有 点 力 时 的 FEM 模拟 结果 (参见 8. 1 节 ) 。 
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图 1 -6 光 测 弹性 力学 的 实验 条 纹 
(ai =0.5;“A、B、C、D、E、F、G、H” 为 奇 点 ; 16. 75 为 条 纹 数 ， 此 处 受 压 ) 


图 1 -7 光 测 弹性 力学 的 实验 条 纹 
(ai =0.7;“0” 为 奇 点 ; 13.75 为 条 纹 数 ， 此 处 受 压力 ; 


18 为 条 纹 数 ， 此 处 受 张力 ) 


(4) 力学 中 Batista 在 1996 年 发 表 了 他 的 论文 ( 见 1.2.2 节 
中 的 第 〈8) 项 ) ， 其 中 有 等 最 大 切 应 力 条 纹 图 ( 见 图 1 -14)。 

力学 中 2008 年 孙 以 材 提出 了 与 下 文 1. 2.7 节 一 样 的 环 中 的 
应 力 计算 公式 。 另 外 ，2010 年 孙 以 材 出 版 了 他 的 著作 《传感器 
非 线性 信号 智能 处 理 与 融合 》 (冶金 工业 出 版 社 ) ， 书 的 封面 上 
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SP09 CAYG) 
DEX =.747E-04 


SEX -5105 


111.127 1221 2331 3440 4550 
666.022 1776 2886 3995 5105 


SEX -10211 


235.895 
1344 


图 1 -9 a; =0.7 时 FEM 模拟 结果 


展示 了 相应 公式 和 圆 环 的 等 最 大 切 应 力 彩色 条 纹 图 。 但 论述 不 完 
整 ， 不 全 面 ， 不 系统 。 
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1.2. 6 “两 种 计算 的 等 最 大 切 应 力 条 纹 图 
1.2. 6.1 本 书 利用 所 推导 出 的 核心 公式 
本 书 利用 所 推导 的 核心 公式 具体 如 下 (参阅 4.4 节 ) : 
ou(ag) = - gr la(a) (ew 之) + 
ov(a,9) = = gr-[h(e) (eos - 2] 
1 F 


z, (=,0) = 二 2 pr h(e)sin 0 


ras (a,0) =+ J[ea(e,0) -oa0) J +425(a,0) 


计算 圆 环 内 应 力 分 布 ， 又 由 等 最 大 切 应 力 rm 绘制 出 其 条 纹 
的 分 布 图 ， 如 图 1-10~ 图 1-13 ( 右 半 部 圆 环 191 和 /2) 所 示 。 


01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 
图 1-10 ao =0.7， 应 力 步 长 0.6(2FmR) 


图 1-13、 图 1-14 使 用 更 精细 的 数据 ， 因 此 比 图 1 - 10、 
图 1-11 彩色 图 更 精确 。 所 有 条 纹 图 在 内 外 壁 的 相应 位 置 上 有 奇 
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1.0 
0.9F 


01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 


1-11 ao =0.5， 应 力 步 长 0.2(2FVmR) 


图 1-12 oo =0.7， 应 力 步 长 0.6(2FVmR) 


点 ， 这 与 上 面 Frocht 的 光 弹 实验 结果 (图 1 -6、 图 1 -7) 一 致 。 
而 且 奇 点 在 内 外 壁 位 置 随 厚 度 的 歧化 移动 是 圆 环 中 存在 附加 压力 
的 一 个 证 据 。 但 所 用 公式 简单 ， 物 理 含义 明确 ， 不 仅 适用 于 薄 
环 ， 而 且 适 用 于 厚 环 。 满 足 力 和 力矩 的 平衡 条 件 ， 满 足 厚 环 中 正 
应 力 能 量 极 小 值 原理 。 还 有 满足 内 外 壁 上 无 法 向 正 应 力 和 剪 切 应 
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图 1-13 oao =0.5， 应力 步 长 0.2(2FVmR) 
力 的 边界 条 件 。 
1.2.6.2 Batista 得 到 的 条 纹 图 
Batista 得 到 的 条 纹 图 如 图 1 - 14 所 示 。 


图 1 -14 M. Batista 和 丁 Usenik 所 计算 并 绘制 出 的 等 最 大 切 应 力 条 纹 图 形 
条 纹 图 在 内 外 壁 的 相应 位 置 上 有 奇 点 ， 这 与 上 面 Frocht 的 光 
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弹 实验 结果 (图 1 -6、 图 1 -7) 一 致 ， 但 所 用 公式 较 复杂 (£ 
考 1.2.2 节 中 第 (11) 项 ) 。 


1.2.7 今后 的 展望 


本 书 未 考虑 点 力 的 弹性 问题 ,这 是 缺点 。 希 望 有 关 科技 工作 
者 解决 此 问题 。 圆 环 受 径 向 力 时 9 = 0"， 外 壁 有 周 向 应 力 ; 9 = 
50. 4"， 无 周 向 应 力 ， 这 为 单 轴 应 力 提 供 条 件 。 即 使 圆 环 是 多 晶 
也 可 利用 X 射线 测定 各 向 异性 应 变 和 讨论 应 变 机 理 (k 5.5 节 
和 6.2 节 )。 


2 | 固体 的 物质 常数 及 物理 量 的 坐标 变换 
2.1 固体 中 的 坐标 系 


通常 在 固体 中 设置 一 原点 0， 由 原点 架构 三 维 空间 三 个 坐标 
轴 x1、x2、x3。 如 不 讨论 时 间 有 关 问 题 ， 则 三 维 空间 有 三 个 坐标 
轴 即 可 。 

固体 中 有 一 点 P， 从 原点 0 #J P 点 的 矢 径 为 r (xi, x2, 
%3)， 把 P 点 的 某 一 物理 量 ， 例 如 电流 密度 J 和 电场 强度 EE 分 别 
记 为 各 自 的 分 量 儿 、 J. J; 和 五 五 ? 、 五 3 ， J(P) =J(r), 
E(P) =E(r) ， 则 明确 表示 PP 点 或 撩 径 为 r 处 的 电流 密度 和 电场 
强度 矢量 及 其 分 量 。 对 于 固体 的 某 一 物质 量 ， 例 如 电导 率 oy 是 
一 张 量 : 
Ou G O13 


021 O02 023 


O31 032 033 
对 于 金属 导体 来 说 ， 电 导 率 o 是 各 向 同性 的 。 忆 点 或 矢 径 为 
r 处 的 电流 密度 和 电场 强度 矢量 及 其 分 量 的 关系 可 表示 为 : 


h s 0 OYE 
J, 0 c 0|E 

Es 
J =E, 


万 0 0 c 
E, 
+ E, 威 分 别 表示 为 (三 =oE2 
J Px Js = Es 
这 里 的 电导 率 o 是 已 点 或 矢 径 为 > 处 的 电导 率 o (r), 129 
金属 是 各 向 同性 且 均 匀 的 导体 ， 电 导 率 o 是 常数 。 对 于 半导体 


1 
于 是 


= 


18 | 2' 固体 的 物质 常数 及 物理 量 的 坐标 变换 


来 说 ,， 硅 单 唱 的 电导 率 是 各 向 同性 的 ， 往 往 由 于 掺 杂 不 均匀 ， 各 
处 电导 率 不 一 致 。 因 此 P 点 或 矢 径 为 r 处 的 电流 密度 和 电场 强度 
矢量 及 其 分 量 的 关系 可 表示 为 : 
J =o (r)Ë, 
J=o(r)E 或 os 
J, =o (r)E, 
电流 密度 和 电场 强度 是 两 个 物理 量 ， 电 导 率 是 物质 物理 量 ， 
有 时 物质 物理 量 也 称 为 物质 常数 ， 但 并 不 表明 它 是 固定 不 变 的 。 
上 面 是 个 例子 。 应 力 与 应 变 关 系 中 要 使 用 一 个 物质 物理 量 ， 叫 做 
弹性 模 量 已 。 对 于 金属 来 说 ， 因 为 金属 是 细 晶 粒 多 晶 ， 弹 性 模 量 
应 是 各 向 同性 的 ， 与 方向 无 关 。 对 于 各 向 同性 的 材料 ， 描 写 基 轴 


系 正 应 力 与 正 应 变 关系 的 胡 克 定理 为 : 
l >v x 
“n E E E gn 
az s| 2. 0.1 
2 | 五 E E kz 
€33 v, v 1 033 
E E E 
el Ol lp VG + ZO33 
e22 =+ A + 02 + wj (2-1) 
€33 Vol + Vo% + 033 


由 式 2 -1 可 以 看 出 ,实际 在 一 个 方向 拉 伸 时 ， 这 个 方向 就 
膨胀 ， 而 与 其 垂直 的 两 个 方向 上 便 发 生 自 然 的 收缩 。 例 如 ， 当 仅 
有 ou 时 , e = on/E, ey =onv/E, es =onv/E。oi 也 会 产 
生 ey 和 e33。 这 是 因为 oi 在 x1 方 向 上 拉 伸 ej1 ， 同 时 在 和 x3 方 
向 上 收缩 ez 和 es ， 尽 可 能 保持 材料 的 密度 不 变 。 所 以 ，z = 
-0. 32， 与 方向 无 关 。 也 就 是 说 ， 任 意 某 一 方向 拉 伸 ， 必 然 在 其 
两 个 横向 发 生 收 缩 。E 和 vw 是 相互 依存 、 不 随 方向 而 变化 的 一 种 
互 存 关 系 。 假定 en 为 1%, 那么 ew 和 ews 分 别 为 -0.3% , 总 体 
积 增长 仅 为 0.4% ， 而 不 是 1% 。 密 度 减 小 0.4% ， 而 不 是 1% 。 
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式 2 -1 是 各 向 同性 情况 下 的 胡 克 定理 。 这 里 弹性 模 量 或 刚度 也 
是 各 向 同性 的 ， 与 固体 中 所 设 的 坐标 轴 的 方向 无 关 。 这 可 从 6.1 
节 看 出 。 


2.2 固体 中 的 坐标 系 的 变换 
如 果 固 体 不 动 ， 也 就 是 已 设 的 坐标 x 、x2、* 不 动 。 在 同一 


个 原点 做 相互 垂直 的 另外 三 个 坐标 ， 构 成 新 坐标 系 xf 、*2、%5 ， 
如 图 2 -1 所 示 。 两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 : 


C4 cosal cosB! cosy! Yx; h m. n Yz: 
, 

x, |=| cosa cosB, cosyz |x; |=]L m, n,| x 

x3 cosa3 cosB3 cosys, 八 xz3 l ms n, 


(2-2) 
式 中 , h. mis v, ms, ns 28 sts, 2. 2351, X2, xz 568182 
间 各 自 的 方向 余弦 。 一 般 求 方向 余弦 的 方法 是 : 如 图 2 -1 所 示 ， 
先 绕 垂直 妇 和 罗 的 $ 轴 转角 使 好 和 筷 相 重合 ， 此 时 好 和 双 也 
转 到 x. 2 平面 上 。 然后 再 绕 x3 轴 转 中 角 使 xf 与 MXly x, Ej 和 分 
别 相 重合 。 依 据 转动 的 次 序 可 以 求 出 各 轴 之 间 的 方向 余弦 ， 如 表 
2 -1 所 示 。 如 果 己 轴 已 在 x1、xs 平 面 上 ， 即 必 轴 分 别 垂直 刀 和 
zs, JkRBJX63E IL xz5 fU xs Ë) x; 8829 S 88, F| x; 8B 5 0 fi f# x si 


x 


图 2 -1 两 个 坐标 系 之 间 的 旋转 变换 
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%3 相 重合 ， 然 后 再 绕 x3 轴 转 q 角 使 x 与 +1 ，% 与 x2 分别 相 重 合 。 
按 以 上 操作 做 一 遍 ， 由 角 便 是 原 x 、%s 平 面 上 与 *, 之 间 的 夹 
, 角 。xji、 到 、 当 的 方向 余弦 的 公式 同样 参见 表 2 - 1。 

如 果 妇 和 必 轴 已 在 xi、 刀 平面 上 ， 即 %3 已 和 %3 相 重合 ， 则 
9=0。 再 绕 %3 轴 转 中 角 使 好 与 为 , 22:55 2 分 别 相 重合 即 可 ， 中 
角 便 是 原 x, 、%2 平 面 上 xi 与 x ER. x; 5 2 之 间 的 夹 角 。 此 时 xi、 
芭 、 台 的 方向 余弦 还 可 进一步 简化 ， 列 在 表 2 -1 中 最 后 三 行 。 


表 2 -1 两 个 坐标 之 间 的 方向 余弦 


式 2 -2 也 可 简写 成 ; 
x' = Tx (2-3) 
Jhan bB E T -— F IF36 588: 
Ty T; Ti h m n 
[T] =| Ta. To To |=|b m, m 
Ta Te T> b m ns 
微分 算 子 的 坐标 变换 。 当 对 新 、 老 坐标 进行 微分 时 ， 有 : 
Mi 9_7r9 
ol i gj “0 
同样 有 : 


这 就 是 微分 算 子 的 坐标 变换 ， 注 意 重复 指标 求 和 。 
应 变 的 定义 为 : 
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“+ (2-4) 
式 中 ， ui flu; 分 别 是 体 元 dxi 、 dx2 、 dxs 的 受 力 点 7 在 xi、 X2、 
3 方向 上 的 位 移 。i =j 时 ， 为 正 应 变 ei 或 ey; izj 时 ， 称 为 切 应 
变 ss* 应变 是 一 个 二 阶 张 量 ， 因 为 其 角 标 有 两 个 指标 。 此 时 位 
移 的 变换 为 ui = Tjuw。 

依据 式 2 -4， 当 一 物理 量 需 用 坐标 的 微分 算 子 来 定义 时 ， 


例如 应 变 ， 则 该 物理 量 应 变 的 坐标 变换 为 : 


1 om 2 
e; = 2 (Be I: S A Tan + T ma) 
E 1 (Or, um 
= (T, Ta w + ToT un) = T, mTal > ( >, ias m)l 
上 式 可 缩写 为 : 
e; = TuTinem (2-5) 


这 是 老 坐标 系 的 应 变 转换 成 新 坐标 系 的 应 变 的 变换 公式 ， 注 
意 这 里 !、m 的 重复 指标 求 和 。 也 就 是 说 ，em 应 包括 全 部 正 、 切 
应 变 的 转换 。 
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晶体 中 原子 有 规则 、 周 期 性 的 排列 ， 导 致 晶体 明显 的 各 向 异 
性 。 许 多 物质 常数 ， 如 电导 率 、 电 阻 率 、 压 电 系 数 也 是 明显 与 方 
向 有 关 。 晶 体 中 有 高 度 对 称 性 的 方向 称 为 晶体 主 晶 轴 。 由 主 晶 轴 
坐标 系 中 的 物理 和 物质 量 数值 ， 依 据 坐标 变换 法 则 ， 便 可 推算 出 
任何 晶 向 的 相应 物理 和 物质 量 数值 。 


2.3.1 二 阶 电导 率 张 量 

É; J. , JEE 0 E EE 在 主唱 轴 坐 标 系 x. X2、 x 中 的 
ei 2 
J=Jhi +J, + Jb (2-6) 
H1J98 BE E WJ FE S E ,. E,. Es: 
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E=E,i) +E, +Eis (2-7) 
晶体 中 电流 密度 与 电场 强度 的 关系 可 以 表述 为 : 


L on oa osYE 
几 |=|oz oz G| E (2-8) 
J oa 032 GJ Es 


或 简写 为 =3E。 
晶体 中 电导 率 分 量 0 与 电场 方向 j 和 电流 密度 方向 i 有 关 。 
电导 率 允 是 一 个 二 阶 张 量 ， 有 两 个 角 坐 标 i、j。 式 2 -8 中 oj 是 
主 晶 轴 坐标 系 中 的 电导 率 张 量 分 量 。oia 是 电流 密度 和 电场 一 致 
时 的 电导 率 ，oy 是 两 者 垂直 时 的 电阻 率 。 
如 果 晶 体 不 动 ， 也 就 是 主 晶 轴 坐 标 x 、x，。、% 不 动 。 在 同 
一 个 原点 做 相互 垂直 的 三 个 晶 向 构成 新 坐标 系 xi. x2, xo BN 
坐标 系 之 间 的 坐标 变换 : 
1 Cosa cosB! cosyi J m mnYaz 
| L m | 
b m mx 
(2-9) 


1 

cosa2 cosB, cosy; 
cosa3 cosB3 cosys 

tB, h. mis +, ms, nB x1s w2s G333 1, %2, 2884563812 

间 的 方向 余弦 ， 可 根据 表 2 -1 得 到 。 


= 


%1 


= 


, 
2 *yz |= 


33 X3 


式 2 -9 也 可 简写 成 : 
x' = Tx (2-10) 
式 中 ,x' 是 新 坐标 向 量 ; x 是 老 坐标 向 量 ; 了 是 坐标 变换 矩阵 。 
对 电流 密度 J 和 电场 强度 五 相应 也 有 : 
P=TJ 和 E'=TE (2 -11) 
其 中 了 是 坐标 变换 矩阵 ， 它 是 一 个 正 交 和 矩阵 ， 即 有 了 T-: = T. J' 
和 EE' 是 新 坐标 系 中 电流 密度 和 电场 强度 。 
J'=Jiü +Jyi, + Jü (2-12) 
E'=E! +EJü +Eli (2 -13) 


新 坐标 系 中 电流 密度 和 电场 强度 关系 : 
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J Gn Gp GB El 
J. |]=|o2 G> x |=] E; (2 -14) 
Jy] \o3l 03 Gs] UE; 


仍 可 简写 为 : 

J'=X'E' (2 -15) 
新 坐标 系 中 的 电导 率 张 量 允 可 从 主 晶 轴 的 号 得 到 : 

5'=T57T (2-16) 
多 中 各 分 量 为 : 

os = TuTinO Im (2-17) 
这 里 要 求 重 复 指标 求 和 。 


在 立方 晶 系 中 ， 由 于 主唱 轴 x,、x，、x3 的 等 价 性 以 及 各 种 
对 称 性 ， 主 晶 轴 系 中 : 


(2-18) 


0 g 
这 可 以 从 以 下 考虑 得 到 证 明 : 新 坐标 多 轴 还 是 zs 轴 ， 让 
xi = -2， 双 =2i。 这 相当 于 坐标 变换 矩阵 : 


0 -1 0 xi) /0 -1 OYz= 
T= 0 O|, 即 有 | x; |= 0 0|1> 
0 0 1 x 0 0 1 -| 
在 新 坐标 系 中 的 电导 率 张 量 : 
022 i 05 
X'=TyT=| -om on O13 
T7032 03l O33 


XIs 22. X33321, 22, ”都 属 主 晶 轴 ， 由 于 立方 晶 系 的 主 晶 
轴 等 价 性 ， 必 有 O11 =022 =0330 另外 电导 率 分 量 不 可 能 是 负 的 ， 
必 有 gz = oa =0， cp = oaz =0。 类 似 ， 让 新 坐标 轴 x1 依 然 取 
xl HH, JFlEx; =xs, z5 = -和 。 这 时 坐标 变换 矩阵 : 
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1 0 0 

> "| 0 J 

0 -1 O 
x 1 0 OY 
即 ， x 让 0 J x 
zJ 0 -1 Ox 


Cl1l O13 -O12 
rr 03l 033 > 
-021 -023 02 
因而 oz; = o = 0, ox = oa =0。 还 可 进一步 类 推 ， 有 
031 =013 =0。 
表 2 -2 中 示 出 不 同 品系 中 物质 常数 工 二 阶 张 量 在 主 晶 轴 系 
中 的 各 分 量 。 


表 2 -2 物质 常数 工 二 阶 张 量 在 主 最 轴 系 中 的 名 分 量 


2.3.2” 压 电 系数 三 阶 张 量 


晶体 受到 一 定 方向 的 应 力作 用 后 ， 其 中 正 、 负 离子 发 生 相 对 
位 移 ， 产 生 电 侦 极 子 并 引起 电极 化 ， 还 在 晶体 两 侧 表面 出 现 正 、 
负电 荷 ， 这 种 现象 被 称 为 压 电 效应 。 

如 图 2 -2 BN, xi. z2. xš 坐标 系 中 的 应 力 张 量 下 

Xu X>, X13 
Xa Xx "| 
Xs Xo Xs3 


X= (2-19) 
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P< 
过 
F 
于 


力 ， 训 为 切 应 力 。 应 力 张 量具 有 下 标 对 称 的 性 


图 2-2 应 力 张 量 的 九 个 分 量 


晶体 中 极 化 强度 矢量 P. 
P=Pii +P; +Pyis (2 -20) 
极 化 强度 与 应 力 的 关系 可 表示 如 下 : 


2 

X33 

4211 9g222 9233 2g223 29231 29212 x (2-21) 
23 


Qa 32 9333 29323 29331 29312 
Xs. 


X 

式 中 ，giw 被 称 为 压 电 系数 张 量 分 量 ， 当 k 关 1 时 ，gxwy 和 gi 合并 
为 2qiw〈k 关 1) 。 根 据 晶体 的 对 称 性 所 属 晶 系 ， 在 主 晶 轴 坐 标 系 
中 压 电 系数 张 量 与 晶 系 的 关系 如 表 2 -3 所 示 。 

H X,. X,. X, j Xi. X,. X; E bn E E BE T 可 得 到 新 
坐标 系 中 应 力 张 量 分 量 GB 

X; = TuTimXimn 《重复 指标 求 和 ) (2 -22) 
极 化 强度 矢量 分 量 p; 按 下 式 变 换 : 

: pi = Tsp;《 重 复 指标 求 和 ) (2 -23) 


P; 


中 qn Qi2 913 24923 2931 2Q12 
P; 
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表 2-3 压 电 系 数 三 阶 张 量 分 量 与 晶 系 关系 


正 交易 系 三 角 晶 系 〈 石 英 ) 
000 2 0 0 qu -qm 0 2qz 0 0 
0 0 6 9 Ses Q 0 0 0 0 -2g» -2qu 
000 0 0 245 0 0 0 0 0 0 
立方 品系 


0002 0 O 
000 0 2 0 
000 0 0 2 


压 电 系数 张 量 分 量 按 下 式 变 换 : 
qi = TinTim Thqnmr( 重复 指标 求 和 ) (2 -24) 


2.3.3 压 阻 系数 四 阶 张 置 


应 力 引起 晶体 电阻 率 或 电阻 变化 的 现象 称 为 压 阻 效应 。 因 为 
晶体 各 向 异性 ,电流 密度 了 和 电场 E 的 关系 可 表示 为 : 


E, pu po pa 
E, |=|p pz po |P (2-25) 
Ey] \pa px ps JJ 
前 面 已 经 指出 ,对 立方 晶 系 来 说 , 取 晶 轴 作 坐标 轴 , 无 应 力 
时 则 有 : 
E,) (po 0 YY 
ñ = po + 
E, 0 po J.J; 
即 有 : 


0 izj 
py =s =|, (2 -26) 
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式 中 ， 65 是 克 罗 尼 克 (Kronecker) 符号 。 
应 力 引起 电阻 率 的 相对 变化 为 : 
Y sa 
po po 和 
即 有 : 
po(Ay+1) i=j 
om poAs iz; (2 -27) 
4; 也 是 一 个 二 阶 张 量 : 
A A A5 
A, À> 42 
431 43 As 
A; = Ai 具有 下 标 对 称 性 。As = (ps -po )/po， 为 电流 与 电场 
方向 一 致 时 的 压 阻 效应 。Ai; =py/po， 为 电流 与 电场 分 别 在 i 和 j 
方向 的 压 阻 效应 ， 称 为 前 切 压 阻 效 应 。 


(2-28) 


电阻 率 的 相对 变化 与 应 力 的 关系 为 : 

A Tu Tn 733 Tu Th Tu X 
A> Ta 772222 M33 T2223 T2213 T2212 | X> 
A _| 331 T3322 T3333 T3323 T3313 T3312 X33 
423 有 TT2311 T2322 T2333 T2323 T2313 T2312 | X23 
A M3 7322 M333 T1323 T1313 “j | X13 
A Tl211 771222 M233 T1223 T1213 Ti2i2 dL Xi, 


(2 -29) 
式 中 ，rim 被 称 为 压 阻 系数 ， 共 有 四 个 角 标 ， 是 一 个 四 阶 张 量 。 
对 立方 晶 系 来 说 ， 当 主 晶 轴 作 坐 标 轴 时 ， 三 个 晶 轴 完全 等 效 ， 有 
M1 三 TT2222 三 773333 ， THD = TT1133 = 2211 = 7r2233 = T3311 = T3320 又 
由 于 正 应 力 Xl1 、X2 、23 不 可 能 产生 剪 切 压 阻 效 应 ， 即 有 : 
T2311 = T2322 = T2333 = T1311 = T1322 


=71333 = TI211 = T1222 = T1233 = Ü 
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同样 剪 切 应 力 X... Xs. Xs 不 可 能 产生 E, 和 大 一 致 方向 的 

压 阻 效应 ， 即 有 : 
T1123 = T1133 = T1112 = 772223 = T2213 
=72212 = T72323 = T72313 = T2312 = Ü 

另外 ， 剪 切 应 力 Xs、Xi3、Xiz 不 可 能 在 剪 切 应 力 所 在 平面 

之 外 产生 压 阻 效 应 ， 即 有 : 
772313 = T2312 = T1312 = T1323 = T1223 = T1213 = Ü 

所 以 对 立方 品系 来 说 ， 主 晶 轴 坐标 系 中 电阻 率 相对 变化 与 应 

力 的 关系 可 简化 为 : 


A TH Tu 12 0 Xl 
A 7722 TN 71122 X> 
As | [mi Ti2 Tun Xa3 
423 四 T2323 Xs 
A T2323 X13 
A TT2323 JL X 12 
(2 -30) 


使 4; 和 XX; 的 角 标 降 阶 缩 并 成 一 个 ， 对 应 的 压 阻 系 z, 0048 
标 则 降 阶 缩 并 成 两 个 ， 上 述 方程 进一步 简化 为 : 


A, Tl1 TI2 TI2 0 开罗 
A; To TH TI X; 
À; _| 2 To Tn X, 
A| TA X, 
45 74 X; 
Aç 0 TA JL Xç 


(2-31) 
2-4 |IB SF 0 88. E. Bhd -E 68 AP pR rh B 
基本 压 阻 系 数 。 
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表 2 -4 主 晶 轴 坐标 系 中 的 基本 压 阻 系数 


Tu/cm .N-1 | ry/em :NT | zma/em2 * N 1 


-102.2 x10 7 53.4 x10 ? -13.6x10 7 


6.6x10 7 -l.1x10 138.1 x10 7 
-3.2x10-7 | -5.4x10-? -2.5 x1077 


-12x10 7? -0.6x10 46x10 


-2.3x10-? -3.2x1077 -138 x10-7 
-3.7x10 7, 3.2 x10 ? 90.7 x10 7? 


在 有 应 力 情况 下 又 取 主 晶 轴 系 坐 标 ， 晶 体 中 电流 密度 与 电场 
强度 的 关系 为 : 
E, =pi;J; (重复 指标 求 和 ) (2 -32) 
其 中 ， 
po (A; +1) i=j 
”={ 所 ij (2 -33) 
而 Ay=TymXm〈 式 2 -30) (重复 指标 求 和 ) ， 又 将 坐标 按 
式 2 -31 降 阶 缩 并 后 ， 现 在 可 以 具体 展开 ， 如 下 : 
E, =po | [1 +muX +z (X, +X,)] +ma (J,Xé + JXs)| 
E,=po|Jh [1 +miX, +m (Xi +X,)] +ma (J X¿ +J XI) | 
Es =pol|J [1 traXs +z (X, +X,)] tma (JX; +J,X4) 1 
(2 -34) 
分 别称 ri 、7iz、74 为 主 晶 轴 系 基本 纵向 、 横 向 及 剪 切 压 阻 
系数 。 
在 非 主 晶 轴 坐标 系 情况 下 ， 电 阻 率 的 相对 变化 为 ， 
A'y = jm¥ "im (重复 指标 求 和 ) (2 -35) 
-4 和 马 m 都 按 二 阶 张 量变 换 式 2 -22 (此 时 将 电导 率 or'i 张 
量 换 成 A'; 和 XX',,) 进行 变换 。 在 新 坐标 系 中 的 各 也 是 四 阶 
张 量 ， 按 下 式 由 主 晶 轴 系 压 阻 系数 mw 变换 (通常 称 为 投影 ) 
而 来 : 
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mga = T, T,,T,,T,,,r, 《重复 指标 求 和 ) (2 -36) 
式 中 ,了 是 新 、 老 坐标 变换 矩阵 : 
x' = Tx 
注意 式 2 -30 和 式 2 -31 中 ， 原 来 mm 应 是 一 个 9 x9 矩阵 ， 
省 略 了 mazz Trai fH 772121 ， 做 投影 时 不 能 丢掉 这 后 三 项 。 
表 2 -5 中 示 出 四 阶 张 量 ( 角 标 已 降 阶 缩 并 ) 与 结晶 系 的 
关系 。 


表 2 -5 不 同 晶 系 中 的 压 阻 系数 张 量 


° eee 


0 0 0 0 mu 0 
0 0 0 0 0 2(0rn-mo) 


2.4 各 向 同性 情况 下 的 坐标 变换 


设 固体 的 老 坐 标 为 <1 、2、 多 ， 在 同一 个 原点 做 相互 垂直 的 
另外 三 个 坐标 构成 新 坐标 系 x;、x;、zxio iv 广大 是 矢量 (i j 
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k) 在 新 坐标 系 的 三 个 分 量 。 两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 为 : 


i Ta To Tam 
x |= Ta To Ta |x 
xk Ta Te Tell 


下 面 来 证 明 各 向 同性 情况 下 的 电导 率 。 前 面 已 有 电导 率 的 坐 
标 变换 公式 : 


x' = Tx T 
WT 68|Ze88, B|; 
T>' = TX 
TaTa TəTo Ta7a]fci cl cn 
Ta Ta ToT TsTs G, 02 G5 
TaTa ToTe TiaTal\os 03 033 
TTa ToTo TaTa]/on ca cn 
=| TT Tol, TaTa llon oz co 
TaTa TeTe TiaTai\oa O03 033 
要 满足 上 述 等 式 成 立 ， 只 有 : 
on Ol GB Go O13 
On On 0% 0% 03 
031 O32 Gi 032 033 
1 0 0 IC 0 0 
=ol0 1 0|=|0 c 0 
0 0 1 0 0 


此 时 有 : 


TaTacn =TaTaon =TaTao 
TaTpo2 = To Tao = TaTpo 


TaeTeos =TeTacs = TaeTeo 
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也 就 是 说 ， 电 导 率 为 常数 ， 与 方向 无 关 。 尽 管 也 可 有 非 对 角 


Jj: 
ol O12 
021 0% 
031 Gio 
以 满足 7T3'=73。 


n 
O13 


023 


Gn O12 O13 ohh 
O21 02 O03|=Ik oh 
033 í í. 


通常 将 这 种 情况 称 为 各 向 异性 电导 率 。 这 与 


O31 032 033 


胡 克 定理 不 同 ， 胡 克 定 理 中 的 非 对 角 项 是 由 于 拉 伸 时 ， 横 向 自然 
收缩 而 形成 的 ， 任 何方 向 都 存在 。 前 面 已 作 了 解释 。 
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3.1 高 等 数学 中 的 高 斯 定理 和 格林 定理 
3.1.1 高 斯 定理 
高 斯 定理 可 表述 为 : 
rv: ra = |F + nas (3-1) 


式 中 ，s* 为 空间 区 域 " 的 边界 曲面 ; n = (cosa, cos8, cosy) 为 s 
上 一 点 法 线 单位 矢量 ; F 为 空间 域 中 的 某 一 物理 量 矢 量 。 


3.1.2 格林 定理 
格林 定理 可 表述 为 : 
Jo a + vw vaya = J a (3-2) 


上 述 格林 定理 可 由 高 斯 定理 推出 。 式 3 - 1 中 矢量 F 用 yy vg$ 代 
人 ， 其 中 , 少 ， 由 都 是 标量 ，V 贝 是 矢量 。 于 是 由 式 3 -1 


左 端 = js (pV$) dr = Jove + VW VG) dr 
而 右 端 = Jese. “nds ` es nds = 2 as 
由 式 3 -1 左 端 = 右 端 ， 便 有 格林 定理 。 条理 岂可 以 
Jee: =- Wr + 2: sas (3-3) 
格林 定理 在 静电 场 和 应 应 力 场 的 有 限 元 方法 中 占有 重要 地 位 。 
3.1.3 静电 场 能 量 
电荷 密度 p 在 其 周围 产生 电位 分 布 $。 取 少量 电荷 5p 由 电 
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位 为 零 的 无 穷 远 点 移动 过 来 便 需 做 微小 功 : 
30 = 人 esod 


(3-4) 


电荷 密度 与 电位 移 矢量 及 电位 与 电场 强度 之 间 存 在 以 下 关系 : 


V.D=p 
=- Vp 
对 于 式 3 -5 又 可 有 以 下 关系 : 
vV:8D=8p 
利用 以 下 数学 关系 : 
V ° ($8D)=$V: (8D) +8D vg 
代 人 式 3 -5 可 得 到 : 
V : ($8D) = 由 ip -ESD 
又 从 式 3 -5 可 以 得 到 : 


ear = | V - Dd 
依据 高 斯 定理 : 
人 7 par = |p. nas = pu 
又 可 得 到 : 
[as = pa 


将 式 3 -6 代入 式 3 -4 中 可 得 到 : 
8U = rv Cap) +E - 5D]dv 


= [v (aD)av + fe: spa 
= [ssip) - nas + JE: spa 


= esp.d + JE ` spa, 


这 时 ， 积 分 区 域 为 无 穷 大 时 表面 积分 项 为 零 ， 则 有 : 


30 = fe ` spa, 


(3-5) 


(3-6) 


(3-7) 


(3-8) 


(3-9) 


(3-10) 
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因此 静电 能 便 为 : | 
LN ICOPEEST ES (3-11) 
电位 移 矢 量 与 电场 强度 之 间 存 在 以 下 关系 : 
D=eE (3 -12) 
式 中 ， 为 介 电 常 数 。 于 是 静电 场 的 能 量 可 表示 为 : 


=i = 二 人 yelza (3-13) 


3.2 变 分 与 微分 


众所周知 ， 利 用 函数 的 导数 或 微分 可 以 求 其 极 小 点 或 极 大 
点 。 因 此 求 函 数 极 值 点 的 问题 就 是 求 导 数 或 微分 问题 。 我 们 将 函 
数 的 函数 称 为 泛 函 。 例 如 函数 (x) 是 自 变 量 x 的 函数 ， 而 泛 函 
Z[z(x) ] 则 是 以 函数 (x) 当做 自 变量 的 函数 。 求 泛 函 的 极 值 
问题 就 称 为 求 其 变 分 问题 。 表 3 -1 将 微分 与 变 分 做 一 比较 。 

表 3 -1 微分 与 变 分 的 比较 
微分 变 分 


4 是 自 变量 为 * BJ BS 3. Z 58 L j: 
x(x) 的 函数 过 =Z[u(x)] 


函数 上 是 自 变量 * 的 函数 上 = x(z) 


微分 变 分 

š = e 机 Au) - L. 
du= [ a 区 二 "(la s= [二 (u + 中 G)]|s| 
极 小 点 du=0 ， 极 小 点 江 =0 


在 极 小 点 上 d*u >0 在 极 小 点 上 82L>0 


3.3 ”格林 定理 在 静电 场 中 的 应 用 
3.3.1 场 域 中 不 存在 电荷 时 的 泛 函 L( $) 
静电 场 中 的 泊 松 (Poission) 方程 为 A$ = -p/s。 当 电荷 密 
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度 为 零 ， 即 p =0 时 ， 则 就 是 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 Ab =0。 
因此 求解 上 述 微分 方程 及 给 定 边 界 条 件 的 问题 就 成 为 所 谓 边 界 值 
问题 。 这 一 边界 值 问题 与 静电 场 能 量 极 小 值 密切 相关 。 此 时 泛 函 
Z($) ， 即 取 静 电场 能 量 U($) ， 应 取 下 式 : 


v= [lve 
电场 能 量 的 极 小 值 可 由 式 3 - 13 得 到 : 
8U = . 22 = evabv ou (3 -14) 
又 利用 格林 定理 可 以 得 到 : 
8U =- 人 seed + p; ad -0 (3-15) 


因此 对 任意 而 言 ， 式 3-15 成 立 的 条 件 为 ; 
Ad =0 
由 (3 -16) 


这 就 是 拉 普 拉 斯 方程 和 场 的 自然 边界 条 件 。 也 就 是 说 求解 拉 普 拉 
斯 方程 并 满足 自然 边界 条 件 的 问题 变 成 一 个 等 价 求 静 电场 能 量 的 
极 小 值 问题 。 在 这 种 情况 下 可 以 设 泛 函 二 = U， 求 能 量 极 小 值 就 
是 求 泛 函 工 的 极 小 值 。 


3.3.2 场 域 中 存在 电荷 时 泛 函 Z() 


当场 域 中 存在 电荷 时 ， 此 时 下 列 泊 松 方程 成 立 : 
Vi$= -p/s (3 -17) 
边界 条 件 可 表示 为 : 


[st e9] =e (3-18) 

也 就 是 当场 中 有 电荷 存在 时 ， 求 解 泊 松 方程 并 满足 边界 条 件 

[: 25 + 69) =g 083224; -Tok f FE m 0024 SL = 0, 
n L 
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此 时 泛 函 Z($) 应 取 下 式 : 
L(ó) = J; |VY 由 |2?do - [oa + 人 二 oo = gh)ds 


(3 -19) 
利用 格林 定理 可 以 得 到 证 明 : 取 上 式 泛 函 的 极 值 


A [Japapar + = [89 a, - Josa: + 
人 asse - 89) as 
=-e||[sea9 u + je[e( 史 + o -elds 


=-e[jse(Ae + 2)] Jasle 8 +ab ~g]ds = 0 
(3 -20) 
要 满足 5L =0， 对 任意 Sp 必 有 下 列 两 式 : 


(1) Ab + 全 =0， 即 A$ = - 全， 这 就 是 泊 松 方程 。 


(2) eb, oh -5 =0， 这 就 是 说 边界 条 件 自动 得 到 满足 ， 
ta 类 边界 条 件 。 第 一 类 边界 
条 件 就 是 强制 规定 边界 上 的 电位 。55 =0 成 为 自然 边界 条 件 或 第 
二 类 边界 条 件 。 

3.4 格林 定理 在 应 力 场 中 的 应 用 
3. 4.1 ”由 格林 定理 推导 实际 正 应 力 的 周 向 分 布 规律 的 第 一 种 方法 


胡 克 定律 表示 为 : 
Ç; =2pey + Àó,;6 (3-21) 
式 中 ,oy 和 ej 分别 是 真实 且 实 际 的 应 力 和 应 变 ; 6 = en + ex + 
e33 为 体 膨胀 量 ; py 和 入 分 别 是 剪 切 模 量 和 拉美 系数 ; 6;: 
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对 于 平面 应 变 场 ， 则 有 下 式 : 
all =(24+A)ell +Aezz G = (2, + À)ex 十 和 Aell 
这 样 cn to to =2m(en +ez +el2) +2A(ell +ez2) 
令 由 =oll +aoz,X=eli+e2， 小 与 Xy 都 是 实际 值 ， 则 由 与 X 成 
正比 , $=2(j.+A)X 
Vd) =V: VI) =V ° ($ Vx *x V $) 


=VbVx+ó VX+X 20 + Vx V $ 
=2(Vyx V $ +y V9) (3 -22) 
根据 格林 定理 ( 式 3 -3) ， 并 结合 式 3 -22 可 得 : 
3 va = fxVb.nd (3 -23) 
$ L 
取 泛 函 
= T| va (3 -24) 


4⁄2 为 微小 单元 ds 中 的 正 应 变 能 ， 工 便 是 面积 5 中 的 全 体 
应 变 能 。 这 与 静电 场 0 是 一 致 的 ， 因 此 L 都 称 为 泛 函 。 求 其 变 
分 ， 对 式 3 -24 左 端 : 


= EMC = lM s 2. 
s aty: + 9)ds = + [toz +) V2y + V29]ds 
= [945 (3 -25) 


式 中 ，V2 由 =V2(oll +) o 
使 变 分 4 [790 = 0 ， 满 足 能 量 极 小 值 为 零 的 条 件 ， 


即 系统 处 于 能 谷 态 ， 做 最 小 功 。 
令 式 3 -23 右 端 =L， 也 取 其 变 分 : 
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7 fa . u š: 
ox = a Y$ ndl = fore™s n)dl = (v$ ndl 
1389922 =0, 二 fv =0, BM (av + az) ‘ndl = 0。 
式 3 -3 中 当 峭 = const (只 对 该 式 而 言 ) ， 便 可 以 得 到 格林 定 
理 的 最 简单 的 形式 : 
2995 = fv mdz 


即 fv nal = || va 
则 立即 可 以 得 到 : 
和 von + oz )mdl = mm +oo)ds=0 (3-26) 


也 就 是 说 ， 左 式 和 (on +> )ndl J kaca +o )ds = 0 


相伴 共存 需 由 格林 定理 推出 。 左 式 是 获得 实际 应 力 的 重要 判 据 。 
因为 极 坐标 中 的 rr、cow 和 笛 卡 儿 坐 标 中 的 wu 、c2 存 在 如 
下 的 关系 : 


or = BD TiTnom = TaTaon + TaT20% + TaTaon + ToT, G 
Im 
= cos2goll + sin28o;, + 2sin0cosñcr; 
oo = TaToon = TaTacu + ToToc2 + TaTocn + ToTao 
” 
= sin2goi + cos2boz ~ 2sin0cosg'p 
式 中 , Th, Ta E x,, z 和 x (0, 1=1, 2) 的 方向 余弦 。 因 
此 有 : 


Or to =0n 十 0I22 


于 是 : 
von +G) ` ndl = (cv + Go) ° nd0 
s; 1 


= fo +0owm)d0 =0 (3-27) 
i 
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式 3 -27 的 积分 区 间 还 可 依 圆 环 受 力 的 对 称 性 而 缩减 ， 见 第 
9 章 。 这 也 是 获得 实际 真正 正 应 力 rw 和 cr 的 重要 判 据 。 但 这 是 
必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 。 积 分 区 间 不 可 依 力 对 称 性 缩减 。 


3.4.2 由 格林 定理 推导 实际 正 应 力 的 周 向 分 布 规律 的 第 二 种 
方法 


设 由 =obp +or， 于 是 Vz 由 =V2(obo +o). Gs +o! 可 能 是 
按照 某 种 算法 得 到 的 周 向 和 径 向 正 应 力 。 现 在 要 看 这 种 算法 的 结 


果 是 否 正确 ， 是 否 能 得 出 实际 真正 正 应 力 ， 正 确 的 结果 怎样 才能 
得 到 呢 ? 这 要 依靠 格林 定理 来 解决 。 请 看 下 式 : 


1 vasl? =#1 /ar ed 
它 具有 能 量 量 纲 ， 这 如 同上 11? 一样。 这 里 假设 弹性 模 量 为 (J + 
À), Bbk | | V2gds | 与 整个 系统 的 正 应 力 有 关 。 按 照 格林 定理 : 
[98 = fad = 中 (oo + od = Ho + a)dl 
(3 -28) 


可 以 看 出 ， 上 式 右 端 所 oh +; )al 整体 可 能 会 有 很 高 的 能 量 ， 


例如 rp =&(r)cosg,ovr =h(r)cos6， 其 中 06= -TV2 = m/2, 但 是 
当 由 与 由 有 相同 符号 , B |a l < 1 和 | sx， 那么 由 -中 或 


过世 - 由 ) 虹 分 别 葵 代 中 或 - 和 dl 将 会 大 大 降低 整体 能 量 。 
因为 - ó, # ó, 邻近 变化 ， 整 体积 分 就 小 了 。 当 下 式 ; 
a Í$ - 3224) = 
= 水 和 和) (b-bd 
= -4)da=0 (3-29) 
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或 
9 [1 9 
Iz 126 -wd = [fe - +a] = o 
(3 -30) 
成 立时 ， 正 应 力 系统 便 处 于 能 谷 态 ， 以 做 最 小 功 。 此 时 ， 正 应 力 
系统 很 稳定 ， 即 有 : 
2500-0324 = Us (0 -4)4 =o 
还 有 : 
1 1 9 
> 37509 - 9)41|2 = U, 
3 - 3 fb -和 )dl- - 
由 2 由 -和 )dl = fb- b=0 (3-31) 


此 时 ，|9| <7/2。 

式 3 -31 称 为 周 向 约束 条 件 。 关 键 是 确定 $.， 例 如 cj = 
g(r)cos0, o/ =h(r)cos0 时 ,$=2/T。 此 时 : 

[° -四 )dl = [Lt +h(r)](cosb -2/m)dl = 0 
所 以 正 应 力 分 别 应 为 : 
Go =g(r) (cosg-2/[T) 和 c, =A(r)(cosg-2《T) 

而 不 是 rp = g(r)cos0, o/ =j(r)cosg。 因 为 oop 和 oy 不 满足 能 
谷 条 件 ， 因 此 不 是 实际 真正 的 应 力 。 实 际 真正 的 应 力 除 了 满足 能 
谷 条 件 外 ， 还 要 满足 宏观 和 微观 力 的 平衡 条 件 。 此 时 : 
G (r) =g(r)(cos0 -2/m) +C =g(r)(cos0 -—2/m) +2B/(1 -ai) 
x ƏC/ən =0 
所 以 满足 约束 条 件 。 本 书 已 证 明 该 式 满足 宏观 和 微观 力 的 平衡 条 


件 ， 在 此 不 再 闽 述 ， 详 见 4.4 节 。 这 时 人 由 - 由)dl = 0 B Un 
略 高 于 Us。= T| (9 - 9)41|2 。 后 者 处 于 真正 的 能 谷 条 
件 。 这 是 由 格林 定理 确定 的 。 
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3.5 自然界 中 最 小 功 法 则 


自然 界 存在 各 种 各 样 的 物理 现象 、 化 学 现象 、 社 会 现象 ， 例 
如 水 从 山顶 沿 小 溪 往 下 流 ， 有 时 碰 到 溪 边 的 石头 或 某 处 地 势 抬 高 
了 ,那么 水 就 会 绕 过 石头 或 翻越 抬 高 处 继续 往 下 流 。 石 头 哪 一 侧 
阻力 小 ， 水 就 从 哪 一 侧 流 动 ， 以 做 功 最 小 。 同 样 水 也 会 仅仅 擦 着 
拾 高 处 流 过 ， 而 不 是 跳跃 很 高 流 过 。 虽 然 支配 水 流动 的 规律 是 重 
力 ， 但 水 不 会 按 重力 加 速度 往 下 流 。 


3.5.1 电流 场 


电流 场 中 电流 流动 要 遵守 欧姆 定律 。 电 流 由 高 电压 处 往 低 电 
压 处 流 。 这 个 规律 是 不 能 改变 的 ， 但 是 存在 电阻 。 当 导线 电阻 率 
均匀 时 ， 电 流 也 是 均匀 的 ， 这 说 明 此 时 做 最 小 功 。 当 导线 电阻 率 
不 均匀 时 ， 电 流 也 是 不 均匀 的 。 电 阻 率 小 处 ， 电 流 密度 大 ， 此 时 
也 是 受 做 最 小 功 支 配 。 如 果 平 面 场 域 是 方形 的 ， 其 中 有 两 点 分 别 
注入 正 电流 和 负电 流 。 电 流 注 人 点 在 对 角 线 上 不 同位 置 时 便 有 不 
同 的 电势 分 布 ， 如 图 3 -7 所 示 ， 而 且 所 有 的 等 势 线 当 接近 边界 
时 ， 都 必须 垂直 边界 。 这 由 边界 条 件 确定 ， 因 为 边界 上 无 法 向 电 
流 流出 。 边 界 条 件 上 只 有 平行 向 电流 。 这 时 不 同 电势 分 布 都 满足 
拉 氏 方程 及 边界 条 件 ， 但 它们 的 分 布 不 同 ,或 者 说 拉 氏 方程 有 不 
同 的 解 。 之 所 以 电势 有 不 同 的 分 布 ， 是 因为 电流 流动 要 做 最 小 功 。 


3. 5.2 ”有 限 元 理论 推导 范 德 堡 方程 


为 说 明 电流 场 中 电流 流动 要 做 最 小 功 的 问题 ， 以 有 限 元 理论 
推导 范 德 堡 方程 作为 一 实例 得 到 印证 。 下 面 引入 泛 函 及 其 极 小 值 
概念 就 是 做 最 小 功 问题 ， 从 而 使 系统 处 于 能 谷 态 。 这 一 点 已 在 
3.3 节 中 进行 了 详细 的 解释 。 

Van der Pauw 曾 提出 以 下 公式 适用 于 触 点 在 样品 边缘 时 的 情况 ， 


[ee [Jaa e> 
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V, +V. I 
,= 于 [T 2] i v) (3 -33) 


h, R, ER 当 四 个 探 针 或 触 点 位 于 
样品 边缘 时 ， R, = T. B=; V,, V, 为 两 次 测量 中 探 针 C， D 


7 
和 B,C 的 电压 。 

电流 从 探 针 A 流 和 人 ， 流 经 样品 平面 后 从 另 一 探 针 B 流出 ， 
如 图 3 -1 所 示 。 围 绕 探 针 A 在 样品 面 上 做 一 任意 封闭 面 ， 由 欧 
姆 定律 有 : 

fe-.as= gi. as = (3 -34) 
gQ gQ 

式 中 , 为 电场 强度 ; d5 为 面 元 矢量 ; o 为 样品 材料 的 电导 率 ; 
I BH A 点 注入 并 流 经 样品 的 电流 强度 。 由 奥 - 高 定理 可 知 ， 在 
探 针 A 处 有 正 电荷 : 


(3 -35) 


> 
ll 
ki 


同样 在 探 针 B 处 应 有 负电 荷 : 


了 
gz Sasu -36 
9B Pa (3 -36) 


这 样 可 把 电流 场 问题 转化 成 静电 场 问题 进行 处 理 ， 电 流 场 中 电势 
分 布 即 为 静电 场 中 的 电势 分 布 ， 整 个 区 域 的 边 值 问题 为 求解 泊 松 
方程 : 
Au = -pe (3 -37) 
令 f= -p., MJ Au =f, 
边界 条 件 : 
ou 
on 


式 中 , n 为 边界 的 单位 法 向 矢量 ; pe 为 电荷 的 面 密度 。 

在 有 限 元 方法 中 ,将 求解 区 域 剖 分 成 三 角形 单元 。 为 了 计算 方 
便 ,假设 电荷 q94 ，9a 均匀 分 布 在 探 针 节点 周围 的 六 个 三 角形 单元 
中 , 设 $ 为 这 些 三 角形 单元 面积 的 总 和 ， 如 图 3 -1 所 示 ， 则 : 


=0 
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q /S 探 针 A 周围 的 各 单元 
p。=4gs/S 探 针 B 周围 的 各 单元 
0 ”其 余 各 单元 


N 
SI 
NN 
SI 
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图 3 -1 样品 面 的 前 分 及 电荷 在 电流 流入 探 针 A 及 流出 探 针 B 
附近 相关 三 角形 单元 中 的 分 布 〔 阴 影 区 ) 
有 限 元 方法 中 利用 变 分 原理 将 上 面 边 值 问题 转换 为 泛 函 
L(w) 的 极 值 问 题 ( 见 3.3 节 ): 
i [> (vw -| ak =min (3-38) 
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其 中 边界 条 件 一 =0 自然 满足 。 


区 坊间 分 后 可 以 得 得 个 节点 ， 其 中 任 一 点 的 电势 u 近似 用 节 
点 电势 值 w ，w, ，…，w, 展开 


= Tun, (3 -39) 
i=1 
式 中 ，Ni 叫 形 函 数 或 基 函 数 ， 只 与 剖 分 单元 形状 有 关 。 
求 泛 函 极 小 值 ，5L(w) =0， 即 : 


9L_o (3 -40) 
Ou 


将 式 3 -39 代入 式 3 -38， 并 令 泛 函 L(u) 对 每 一 变量 u, 的 偏 导 
数 为 零 ， 则 有 : 
Y saw = F, (i=1,;:2;, w n) (3-41) 


i=1 


3.5 自然 界 中 最 小 功 法 则 | 45 


suis, S; = ww We, F, = | yas, 
这 是 一 个 n 阶 线性 方程 组 ， 可 以 写成 如 下 矩阵 形式 ; 


ul F, 
F. 

[s| 2 |=| 2 (3 -42) 
Un hk 


这 样 把 有 关 电 势 z 的 微分 方程 变 成 关于 节点 电势 ur, uz, 
…，un 的 线性 方程 组 。 这 是 样品 上 的 电势 分 布 与 电阻 率 的 方程 。 
由 测 得 样品 上 的 若干 点 电势 分 布 ， 可 进一步 反 演 得 到 样品 的 均匀 
电阻 率 。 以 正方 形 样品 为 例 ，+ 和 - 为 电流 注入 点 ， 得 到 边缘 电 
位 加 及 U。( 单 位 为 IR,/m) 分 布 ， 如 图 3 -2 所 示 ， 满 足 

exp( - U, ) +exp( — U,) = 


0.3465 u 0.44 0.69 11 22 
46 0.655 6 
03634 — 05098 — 0.86811.17 163 234 3.67 $ 


0.2550 


—0.2550 


-0.3465 


3 -2 我 们 得 到 的 方形 样品 边缘 电位 分 布 
(计算 与 测试 结果 一 致 ) 
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由 此 可 推出 范 德 堡 方程 : 
exp( — zV, /IR,) +exp( - zV, /IR,) =1 
式 中 , V, =(U, +0.3465)IR,/zm; V, = ( U, +0.3465)IR,/z; V, 
-V,=(Ú, - U,)IR,/m; Wi， VW 分 别 是 方形 样品 的 边缘 电位 。 


3. 5.3 改进 的 范 德 堡 法 的 推导 


3.5.3.1 改进 的 范 德 堡 法 的 要 领 


Van der Pauw 曾 对 任意 形状 样品 ， 当 触 点 在 边界 上 任意 位 置 
时 证 明 下 面 公式 成 立 : 


V, V, 
exp( -元 和 +exp( m) =1 (3 -43) 
T Vi +V, ZY. 
R= 7 )/(y) (3 -44) 


式 中 ,Vi #l V, 分 别 是 两 次 测量 得 到 的 电压 ; f( Vi ZV.) 是 Van 
der Pauw 函数 ， 如 图 3 -3 所 示 。 


0.8 


0 
10° 10! 102 10 
WV, 


图 3 -3 /(V,/V,)5 V, /V,B0J2S £ Hk 


但 对 微小 样品 而 言 ， 在 边缘 上 制备 小 触 点 是 十 分 困难 的 。 因 
此 Van der Pauw 法 不 能 直接 应 用 于 微小 样品 的 方块 电阻 测量 。 我 
们 提出 的 改进 的 Van der Pauw 法 很 好 地 解决 了 上 述 问 题 ， 且 成 功 
地 应 用 于 微小 样品 的 方块 电阻 测量 。 这 一 方法 的 要 点 是 : 在 显 微 
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镜 帮 助 下 用 目 视 法 只 要 保证 四 探 针 尖 分 别 置 于 方形 微小 样品 面 上 
的 内 切 圆 外 四 个 角 区 ， 如 图 3 -4 所 示 ， 就 可 以 正确 测 出 它 的 方 
块 电阻 ， 不 需要 测定 探 针 的 几何 位 置 。 


3 -4 改进 的 Van der Pauw 法 示意 图 


第 一 次 测量 时 ， 用 探 针 A、B 作为 通电 流 控 针 ， 电 流 为 1， 
探 针 D、C 作为 测 电压 探 针 ， 其 间 电 压 为 Vi; 第 二 次 测量 时 用 探 
针 B、C 作为 通电 流 探 针 ， 电 流 仍 为 1， 探 针 A. D 作为 测 电压 
探 针 ， 其 间 电压 为 V,; 然后 依次 以 探 针 C，D 和 D，A 作为 通电 
流 的 探 针 ， 相 应 测 电压 的 探 针 B，A mC, D 间 电 压 分 别 为 V 和 
V, 由 四 次 测量 可 得 样品 的 方块 电阻 为 : 


的 e-o 
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其 中 , f(V,, ZV, ) B]28 Van der Pauw 函数 。 这 一 方法 的 特点 是 : 

(1) 四 根 探 针 从 四 个 方向 分 别 由 操纵 架 伸 出 到 样品 上 ， 探 
针 杆 有 足够 的 刚性 。 探 针 间距 取决 于 探 针 针尖 的 半径 ， 不 受 探 针 
杆 直径 所 限 。 

(2) 测量 精度 与 探 针 的 游 移 无 关 ; 测量 重复 性 好 ， 无 需 保 
证 重复 测量 时 探 针 位 置 的 一 致 性 。 

下 面 将 利用 有 限 元 法 对 上 述 改进 的 Van der Pauw 的 有 效 性 进 
行 证 明 。 

3.5.3.2 基本 原理 

用 改进 的 Van der Pauw 法 测定 样品 的 方块 电阻 时 ， 电 流 从 一 
通电 探 针 注 入 ， 流 经 样品 后 从 另 一 电流 探 针 流出 。 对 各 向 同性 导 
体 中 的 恒定 电场 而 言 ， 其 电势 应 满足 拉 普 拉 斯 方程 

V2$ =0 (3 -46) 
因 电 流 不 从 垂直 样品 边界 方向 流出 ， 故 边界 条 件 为 : 


式 中 , 于 是 边界 的 单位 法 向 矢量 。 
在 有 限 元 方法 中 ， 需求 电场 能 量 的 极 小 值 以 获得 电势 分 
布 ， 即 : 


u= De le = 二 人 1vel?do = min (3 -47) 
或 取 变 分 : 
8U = sf verve = 可 Vadvddo =0 (3-48) 
这 一 过 程 等 价 于 求解 拉 普 拉 斯 方程 : 


Vi$=0 
并 满足 边界 条 件 : 
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. ”因此 利用 有 限 元 方法 获得 的 样品 中 的 电位 分 布 是 严格 的 。 边 
界 条 件 自动 得 到 满足 ， 且 不 受 样品 形状 的 制约 。 所 以 对 有 限 尺 十 
的 样品 而 言 ， 探 针 的 边缘 效应 便 自 动 考虑 在 其 中 。 将 方形 样品 划 
分 成 800 个 三 角形 单元 ，441 个 节点 ， 如 图 3 -5 所 示 。 
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图 3-5 网 格 的 剖 分 与 边界 条 件 


利用 有 限 元 通用 程序 SAP84 来 获得 各 节点 的 电势 。 按 这 一 
程序 要 求 编制 计算 机 输入 卡 时 ， 规 定 了 如 图 3 -5 所 示 的 边界 条 
件 以 及 电流 注 人 探 针 的 节点 号 。 为 方便 起 见 ， 将 计算 机 所 得 到 的 
电势 值 以 FRo/r 为 单位 输出 。R? 是 设置 的 样品 的 方块 电阻 。 

对 应 改进 的 Van der Pauw 法 四 次 测量 ,需要 进行 四 次 有 限 元 
计算 ， 分 别 得 到 相应 测 电压 探 针 上 的 UV ，U，，UV3，UV4 四 个 值 ， 
代 人 式 3 -49， 计 算得 到 的 方块 电阻 为 : 


We U, (IRO/m) + U, i (IR Zm) Usa) 
Rs = 4 rika I : Z 
FR 4 
=a (U, +U. CBD) = K (3 -49) 


其 中 : 
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开工 人 (OU Da 3 -50 
= a> (U, + U, AD) (3-50) 
当天 =1 或 接近 于 1 时 ， 则 计算 的 天 值 等 于 设置 的 KK 值 ， 这 表明 
改进 的 Van der Pauw 法 成 立 。 


首先 选择 探 针 若 干 特定 位 置 〈 角 隅 与 对 角 线 上 点 ) ， 利 用 有 
限 元 法 计算 样品 上 电势 分 布 。 如 果 与 实验 结果 一 致 ， 则 说 明 这 种 
计算 结果 是 可 靠 的 。 然 后 将 探 针 设置 在 内 切 贺 上， 选择 若干 典型 
点 进行 计算 。 假 若 天 接近 于 1， 则 证 明 内 切 圆 外 区 域 使 用 改进 的 
Van der Pauw 法 测量 成 立 。 

A 电流 注入 点 在 角 阳 上 的 电势 分 布 

图 3 -6 所 示 为 这 种 情况 下 的 电势 分 布 。 中 线 的 电势 为 零 ， 
上 下 电势 对 称 ， 但 符号 相反 。 


图 3 -6 电流 注入 点 在 角 隅 时 (r=m) 的 电势 分 布 


左边 两 角 隅 的 电势 为 +0.3465( IRs/m) ， 其 电势 差 为 0. 6930 
(IR9/m) 。 这 符合 Van der Pauw 的 结果 。 因 为 用 Van der Pauw 法 
测量 时 ， 这 种 情况 下 ， 页 = V, =V, f(V,/V,) =1， 由 式 3 -49 
可 得 : 
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V=1n2( IR0/+) =0. 6491R0/q (3 -51) 

还 示 出 计算 得 到 的 样品 边界 上 的 电势 (图 3 -2) ， 并 与 实验 

结果 作 了 上 比较。 又 在 样品 上 画 了 一 个 系列 45° 的 直线 ， 分 别 与 边 
界 相交 两 点 。 该 两 点 上 的 电势 U, 和 U, 均 符合 下 式 (图 3 -2) : 


exp ( -U,) +exp ( - U,) =/2: (3 -52) 
即 : 
exp [ — (Ú, +0.3465)] +exp [ — (U, +0.3465)] =1 
(3 -53) 
2 


V, = (U, +0.3465)IR2/m, V, = (U, +0.3465)IR0/q 
代入 式 3 -53 可 得 : 


V V, 
ep (- Te) tem (- Te) =l (3 -54) 


在 用 Van der Pauw 法 第 一 次 测量 时 ， 如 果 把 通电 流 探 针 A，B 
放 在 右边 两 角 上 ， 测 电压 探 针 C 放 在 电势 为 U, 的 那 点 上 ， 另 一 探 
针 D 置 于 左下 角 ， 其 电势 为 -0.3465。 这 样 ， 探 针 C, D 间 的 电势 
228 V, =(U +0.3465)IR/T。 第 二 次 测量 时 ， 下 边 的 两 个 探 针 D, 
A 作 通电 流 探 针 ， 电 流 不 变 ， 右上 角 探 针 B 的 电势 应 为 -0. 3465， 
探 针 C 的 电势 为 U,， 故 探 针 C，B 间 的 电势 差 应 为 : 

 V,=(U, +0.3465)IR02/m 

由 此 可 见 ， 式 3 -52 正 是 Van der Pauw 方程 式 3 -54。 由 图 3 -6 
可 以 看 出 ， 这 一 计算 结果 还 与 实验 结果 相符 。 这 说 明 Van der 
Pauw 理论 的 正确 性 ， 也 说 明 有 限 元 法 计算 的 正确 性 。 

B 电流 注入 点 在 对 角 线 上 的 电势 分 布 

设 样品 的 对 角 线 长 度 的 1⁄2 为 m ， 两 通电 探 针对 称 地 置 于 对 
角 线 上 ， 样 品 中 心 到 它们 之 间 的 距离 为 r。 设 ro =0.9，0.8， 
…，0.1， 用 SAP84 分 别 计算 样品 上 的 电势 分 布 ， 如 图 3 -7 所 
示 。 如 果 把 测 电压 的 探 针 也 置 于 通电 流 探 针 的 对 称 位 置 上 ， 则 构 
成 一 个 方块 形 四 探 针 。 
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图 3 -7 电流 注入 点 在 对 角 线 上 不 同位 置 时 的 电势 分 布 


a—r =0. 9ro; b—r=0. 8r0; c—r=0.7r0; d—r=0.6r0; ee 一 =0.4nm 
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样品 方块 电阻 s 55 V 有 如 下 关系 : 


=C(V/D 
其 中 ，C 称 作 修正 系数 : 
eË. M Im (3 -55) 


式 中 ，V 为 测 电压 探 针 间 
的 电压 降 ， 以 IRe/m 为 单 
位 。 图 3 -8 示 出 计算 得 到 对 
的 修正 系数 C 与 r 的 关系 
曲线 ， 与 实验 结果 符合 得 
很 好 。 其 中 曲线 4 是 Key- 5 


wel 利用 无 限 系列 镜像 源 理 | 
论 得 到 的 ， 曲 线 B 是 Mi Ë 
cea 利用 图 形变 换 理论 得 到 S, 


的 。 曲 线 4 与 实验 结果 有 
很 大 偏差 ， 说 明 前 一 种 理 
论 似 不 恰当 。r =0.707ro 是 2 
内 切 圆 的 半径 。 由 图 3 -7 Sg 
可 以 看 出 ， 内 切 圆 外 曲线 0.89126 
是 平坦 的 ， 修正 系数 C 5 点 06 04 02 0 
似 为 常数 4.53, WI Keywell r 
的 曲线 是 陡峭 的 。 图 3 -8 修正 系数 C 与 r 的 关系 
用 改进 的 Van. der Pauw 法 测量 方块 电阻 时 ， 假 若 四 探 针 对 称 
地 置 于 对 角 线 上 ， 则 四 次 测 得 的 电压 降 是 相同 的 ， 因 此 ， 
(U, 7/U,) =1, 855 50 所 得 K(r) 28: 


U(r U(r U 
K(r) ey (r) + Unl |a) = (r) 


21n2 In2 

(3 -56) 
式 中 ，U,(7) 是 第 nn 次 测量 时 两 侧 电 压 探 针 间 的 电压 降 。 表 3 -2 
中 示 出 计算 得 到 的 和 实验 得 到 的 K 值 和 修正 系数 C. 
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由 表 3 -2 可 以 看 出 : 

(1) 有 限 元 法 的 计算 值 与 实验 值 基本 一 致 ， 因 此 这 一 计算 
式 是 可 以 信赖 的 。 计 算 的 精确 度 取 决 于 网 格 的 划分 ， 网 格 划 分 越 
细 ， 则 计算 精确 度 越 高 ， 与 实验 结果 越 接近 。 

(2) 探 针对 称 地 置 于 对 角 线 上 时 ， 只 要 它们 在 内 切 圆 外 r> 
0.707ro， 实 验 玉 值 大 于 0. 995 ， 用 改进 的 Van der Pauw 法 测 得 的 
方块 电阻 低估 不 大 于 0.5% 。 

C 四 探 针 均 在 内 切 圆 上 的 情况 

我 们 不 可 能 对 圆 上 随机 的 各 种 位 置 进行 计算 ， 比 较 可 行 的 是 
选择 下 列 四 种 情况 作 典 型 计算 ， 以 代表 可 能 出 现 的 各 种 情况 。 探 
针 A、B、C、D 在 内 切 圆 上 以 着 时 针 顺 序 分 布 。 

(1) 探 针 A、D 以 顺 时 针 方 向 ,而 B、C 以 逆 时 针 方 向 偏离 
对 角 线 8" (8" 探 针 正好 在 网 格 节点 上 ) 。 

(2) 探 针 A、B、C、D 都 逆 时 针 方向 偏离 对 角 线 8°。 

(3) 探 针 B、C、D 逆 时 针 ， 而 A 顺 时 针 方 向 偏离 对 角 
线 8°。 

(4) 探 针 A、C 以 顺 时 针 方 向 ,而 B. D 以 逆 时 针 方向 偏离 
对 角 线 8°。 

对 应 改进 的 Van der Pauw 法 的 四 次 测量 ,电流 1 分 别 从 
AB. BC. CD. DA 注入 样品 。 用 SAP84 程序 分 别 计算 出 相应 
测试 点 DC、AD、BA、CB 间 的 电压 降 U1 、U，,、U3、U4。 表 
3-3 示 出 上 述 四 种 情况 下 的 各 计算 值 。 于 是 对 各 种 情况 
均 有 : 


对 应 上 述 四 种 情况 分 别 得 到 K = 0.990, 0.995, 0.988, 
0.987 ( 表 3 -3)。 理 论 预示 探 针 均 在 内 切 贺 上 的 四 种 典型 情况 
下 ， 测 得 的 方块 电阻 可 能 低估 1% ，0.5% ，1.2% ，1.3% 。 

偏离 角 大 于 8" 时 ， 探 针 更 接近 于 边缘 ,天 值 更 接近 1， 误 差 
则 更 小 。 
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表 3 -3 四 探 针 均 在 内 切 贺 上 的 四 种 典型 位 置 的 计算 结果 


探 针 间 电 压 降 
(IR Z=) 


BA AD 
0.681 | 0.698 Ë k: 
0.690 | 0.690 | 0.690 | 0.995 
0.796 | 0.592 | 0.780 | 0.988 


注 ; 表 中 + 代表 顺 时 针 方 向 偏离 ，- 代表 逆 时 针 方 向 偏离 。 又 探 针 A、B、C、D 
在 内 切 贺 上 以 逆 时 针 顺序 分 布 。 


探 针 位 置 偏离 
对 角 线 8" 的 方向 


0. 690 
0. 594 


3.5.3.3 实验 结果 


首先 在 尺寸 为 25mm x 25mm 的 硅 衬 底 上 进行 测量 。 所 用 数 
字 电 压 表 和 恒定 电流 源 是 由 Keithley 仪器 公司 生产 的 。 电 压 灵敏 
度 为 0.1kV， 输 入 阻抗 大 于 0. 1GQ 。 所 用 恒 流 为 0. 1A， 此 时 恒 
流 源 的 精度 为 50pA。KK 值 是 依据 探 针 在 不 同 的 位 置 时 与 在 边缘 
位 置 时 所 测 得 的 方块 电阻 之 比 而 得 到 的 。 图 3 -8 已 示 出 C-r 的 
实验 关系 曲线 ， 它 与 利用 有 限 元 法 计算 所 得 的 理论 曲线 是 一 致 
的 ， 另 外 ， 只 要 将 四 探 针 的 位 置 控制 在 内 切 圆 外 的 四 个 角 区 ,用 
改进 的 Van der Pauw 法 测量 所 得 样品 的 方块 电阻 全 部 一 致 旦 K = 
1。 在 大 样品 上 反复 实验 都 证 实 了 这 个 结论 。 

然后 再 用 改进 的 Van der Pauw 法 对 一 金 微 触 点 的 方块 电阻 进 
行 测量 。 该 样品 的 面积 为 100pm x 100km， 厚 度 5 为 16hm， 所 
用 的 硅化 钨 探 针 直径 为 0.5mm， 针 尖 直 径 为 7mm， 锥 角 为 
12. 3"。 视 场 用 显微镜 放大 8 x 10 倍 。 利 用 操纵 架 探 针 可 以 做 空 
间 三 个 方向 的 移动 ， 依 靠 目 视 将 它们 的 针尖 分 别 控制 在 100km x 
100pm 的 方形 面积 的 内 切 圆 外 四 个 角 区 。 细 心 去 做 ， 这 是 不 成 
问题 的 。 仪 器 条 件 同上 。 测 量 中 按 改 进 的 Van der Pauw 法 改变 各 
探 针 的 电流 与 电压 连接 方式 。 将 所 得 四 个 测量 值 代入 式 3 -49 便 
得 到 该 金 触 点 的 方块 电阻 。 共 进行 10 次 测量 ,测量 的 方块 电阻 
在 1.22 ~1.30mg 之 间 。10 次 测量 的 平均 值 为 1. 26mQ， 标 准 差 
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为 a =0. 04mQ， 相 对 标准 偏差 为 7 = xcVR. =3.2% 。 该 金 触 点 的 
体 电阻 率 p = 8 R, =2.02 x10-560 . em， 与 文献 报道 是 一 致 的 。 
由 此 可 见 ， 用 本 法 测定 微小 方形 样品 的 方块 电阻 是 成 功 的 。 


3.5.3.4 十 字形 样品 中 范 德 堡 方 程 的 推导 


和 3.5.2 节 应 用 有 限 元 方法 一 样 ， 可 推导 出 十 字形 样品 中 的 
范 德 堡 方程 。 这 里 只 介绍 计算 结果 和 实验 结果 。 图 3 -9 所 示 为 
电流 注 人 点 在 十 字 边 的 中 点 A (+) 和 B (- ) 时 的 电势 分 布 。 
对 角 线 两 端的 电势 为 零 ， 对 角 线 左右 电势 对 称 ， 但 符号 相反 。D 
# C 两 点 的 电势 分 别 为 +0. 3465 (IR2/m) , 0. 3465 (IR /q) s 
其 电势 差 为 0.6930( IR) /m) 。 这 符合 Van der Pauw 的 结果 。 因 为 
用 Van der Pauw 法 测量 时 ， 这 种 情况 下 , V, = V, = V, f( V,/ 
V,) =1, 由 式 3 =51 可 得 : 

V =In2( IR0/m) =0. 649]R9/q (3 -57) 

图 3 -9 还 表示 出 计算 得 到 的 样品 十 字 边 界 上 的 电势 ， 并 与 实验 
结果 作 了 比较 。 又 在 样品 十 字 边 上 画 了 一 系列 平行 的 直线 ， 分 别 与 
边界 相交 于 两 点 。 该 两 点 上 的 电势 Ui 和 U, 均 符合 下 式 (图 3 -9): 


exp ( - U.) +exp ( - U,) = (3 -58) 
即 
exp [ - (U, +0.3465) ] +exp [ ~ (U, +0.3465)] =1 
(3 -59) 
令 


V, = (U, +0.3465)IR0/w, V, = (U, +0.3465)IR0/ 
代 人 式 3 -59 可 得 : 
V. 多 
ep (- T) top ( Te) -1 (3 -60) 


式 3 -60 正 是 Van der Pauw 方程 。 由 图 3 -9 可 以 看 出 ， 这 一 计 
算 结 果 还 与 实验 结果 相符 。 这 说 明 Van der Pauw 理论 的 正确 性 ， 
也 说 明 有 限 元 法 计算 的 正确 性 。 归 根 结 底 ， 之 所 以 电势 有 不 同 的 
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3.609 


+5.776 | 3.252 


3.724 3.273 


图 3 -9 计算 得 到 的 样品 十 字 边 界 上 的 电势 (a) 和 
实验 结果 (b) 的 比较 


分 布 ， 是 因为 电流 流动 要 做 最 小 功 。 这 时 ， 泛 函 的 极 小 值 等 于 
零 ， 就 是 做 最 小 功 而 使 系统 处 于 能 谷 态 ， 同 时 边界 条 件 便 自动 满 
足 。 无 论 电学 还 是 力学 问题 ， 做 最 小 功 是 自然 界 所 遵循 的 普遍 法 
则 。 这 是 一 个 必要 条 件 。 
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4.1 弹性 力学 基础 
4.1.1 固体 的 形变 
4.1.1.1 位 移 


下 面 考虑 图 4 -1 所 示 的 在 x, x>, zs 笛 卡 儿 坐 标 中 体积 元 
的 微小 形变 。4 点 和 C 点 的 坐标 分 别 为 (x1, %*2, x3) 和 (xi + 
dxl ，x2 + dx ，x3 + dx3 ) 。 如 果 只 考虑 4、C 两 点 的 相对 位 移 : 


x 


x 


图 4-1 体 元 的 变形 与 4、C 间 相 对 位 移 


R(C) -R(A) =[R,(C) -R,(A)]i+[R,(C) -R,(A)]; + 
[R,(C) -R,(A) ]k = dR,i + dR,j + dR,k 
T. 9Ri ƏR, 


、 
dx) + 一 dx; + 一 dx Ji+ 
Ox1 ' 2 2 3 3 
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oR, oR, aR, 1 
. 1 + ax, 2 ! es) EC 


aRs, aRs, aR, 

5 
式 中 , R,. R,. R, REfE xi. z2s ws 方向 上 位 移 和 撩 量 R 的 三 个 
分 量 : 


(4-1) 


R=R,i+R,j+Rs,k (4-2) 
4.1.1.2 应 变 


令 
Ox] Oxy 0x3 
š |Əz dx Ox 
Ox Óx, 0x3 
则 : 
8 aR, oR 
gxl Óx, 0x3 
OX! Óx 0x3 
Ox Óx 0x3 
式 中 ， 当 i=j 时 ，ei; = 9R;/9x; = (9Ri/9xi + ə9R,/əx,)/2 为 弹性 体 
的 正 应 变 ; ej = 9Ri/axi 为 切 应 变 , B e; =e 6 = ell + ez + 6e33 
为 弹性 单元 的 膨胀 率 。 
aR; ƏR, 
s i PE + Əx, = ?为 工程 应 用 中 的 切 应 变 。 Y; = 
j i 
2e;, 不 要 将 i 与 ez 相 混淆 。 
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4.1.2 应 力 场 


如 图 4 -2 所 示 ， 面 元 ds 的 法 向 为 xn， 其 上 作用 力 dF, Ml: 

了 = dF/ds (4-3) 

了 被 称 为 应 力 矢量 。 应 力 矢量 T 的 方向 与 力 F 可 以 分 解 为 空间 
三 个 方向 上 的 分 量 ， 应 力 矢量 也 有 : 

T=T,¿+T;,j + Tk (4-4) 


a b 


图 4-2 应 力 矢量 (a) 与 应 力 张 量 (b) 


如 图 4 -2b 所 示 ， 弹 性 单元 与 其 表面 垂直 的 三 个 面 元 上 的 应 
力 矢 量 可 分 别 记 为 T0) 、T(2) g TO) ， 它 们 各 自在 三 个 坐标 方向 
的 分 量 可 以 按 式 4-4 写 出 : 
TD =š +J +oak 
T) = z ,pi + oj +a32 大 (4-5) 


TÜ) = zj + oj + 33k 


F i 
T) k 


或 写成 矩阵 形式 : 
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其 中 : 
Ou G) 3 01 O21 Oal 
[2] -| 022 >] or 022 > (4-7) 
O31 032 033 013 023 O03 
[ 习 被 称 为 应 力矩 阵 。 由 xi 方向 的 力 平衡 可 得 : 
~ Clldxzdx3 — oisdxidx3 -ldxldx2 + T, ds =0 
又 面 元 ds 的 法 向 n 的 方向 余弦 分 别 为 : 
ni = cosa = dx>;dxs/ds , n, =cosB = dx1dx3/ds, ns = cosy = dxldxz/ds 
因此 ， 
T, = llcosa + Il2cos9 + Il3cosy = Illml + om +03nm 
同 理 有 : 
T, = 021c0sQ + 022C098 + 023C08Y = opini + 022n2 + 023n3 
Ts =031C0sQ + 032C08B + 033C08Y = 031n1 + O32 + 033n3 
JBE: 
[T] =[3]ln] (4-8) 
也 就 是 说 法 向 为 n 的 面 元 ds 上 的 应 力 矢量 T 为 应 力 张 量 
[ 习 与 法 向 fm} 的 并 矢 积 。 


4.1.3 力 平衡 方程 式 


因为 体 元 处 于 平衡 状态 ， 所 以 体 元 内 的 应 力 在 xi, xz, ms 
方向 上 处 于 力 的 平衡 。 首先 考虑 在 x, 方向 上 合力 等 于 零 ， 可 以 
写 出 如 下 方程 ; 
Aoilldx2zdx3a + Ac; dx; dx3 + Acos dx; dx, =0 
式 中 ，Aou ，Aop ，Acb 是 应 力 cn, Gi, Gs zi 方向 的 增 
量 。 由 此 可 得 : 
doll golz gol3 
Ən T Ən ` Ən ` 
oxl xy 0x3 
oxl Óx 0x3 


=0 (4-9) 


=0 
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式 4-9 可 简写 为 : 
ys 0 (i=1,2,3) 
这 是 应 力 随 位 置 的 变化 规律 ， 又 称 为 力 平衡 方程 式 。 
4.1.4 应 力 -应 变相 互 关 系 
在 弹性 范围 内 ， 应 力 与 应 变 满足 胡 克 定律 ， 如 下 : 
0 = X Couen (4-10) 


式 中 ，Ciu 为 材料 的 弹性 常数 ， 又 称 为 弹性 劲 度 (Stiffness) 系 
数 。 由 于 o 与 e 都 是 对 称 的 ， 在 一 般 各 向 异性 的 介质 中 Ci 共有 
36 个 独立 的 分 量 。 在 各 向 同性 的 介质 中 ， 胡 克 定 律 可 简化 为 : 


Cl Ca Co Cn 0 ell 
022 Ca Cu Cn 222 
03| _ Co C2 Cn €33 
O23 2C4 623 
C31 2C44 €31 
go 上 0 2C4J Lei 

[ui Cao Cw 0 en" 

Cao Co Ch 222 

可 Co C2 Cn 633 (4-11) 

Ca Y23 

Ca Yal 

L 0 C4J yn 


式 中 ，Cu = 地 (Cn -Ciz)。4=2Cu/(Cu - Co) 称 为 各 向 异性 


比 ， 当 4 =1 时 为 各 向 同性 介质 。 令 jv = C4 ， 被 称 为 剪 切 模 量 ， 
À = Ci 被 称 为 拉 梅 系数 ， 于 是 Cu = 和 +2u， 胡 克 定 律 可 写成 

ay =2pey + À8,6 (4-12) 
式 中 ， 65 为 克 龙 尼克 (Kronecker) 符号 , 6 =ell +e + e330 
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对 于 平面 应 变 场 ,oi = (2p.+A)en +Aey, G> = (2 + À) 
ez +Aell， 设 
中 =all +o = (2 +2A) (en +e2 ) (4-13) 
正 应 变 弹性 能 1⁄2[ ó ° (en +ez ) ] = 归 [4(w+A)。 将 胡 克 定律 
式 4 -12 写成 矩阵 形式 ， 则 : 


Ou] zwrA A A 0 a 
02 A Wu+A A 222 
o3| | A À 2 +À €33 
O23 2 €23 
031 2 231 
012 z e12 
20+A A À oÍ" 
A 2+À À %2 
e. 
a A À 2 + 人 33 (4-14) 
L y 
K Ya 
0 人 (ly 
3A + 
SE CA, v=/2(A +p) ,EE 称 为 杨 氏 模 量 ，y 称 
为 泊 松 比 。 胡 克 定 律 的 另 一 种 形式 是 : 
Sl,, 2385, ££ 0 
E E EE 
en — 二 =P om] [Sa Se So 0 On 
ez # s " OP So Sa So > 
en i = E E Us w. So So Sh b 
>| Ll; om S. om 
Ya i gx S om 
Yo p gp. Su lon 
0 工 
[3 
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式 中 ，5; 为 弹性 顺服 系数 ;Su = 证; Se = E: Su = 二。 由 式 


4 -15 还 可 以 直接 看 出 杨 氏 模 量 和 泊 松 比 的 机 查考 又。 从 已 和 z 
的 式 中 可 以 解 出 A 和 岂 ， 代 入 式 4-15 中 ， 又 得 到 胡 克 定律 的 另 
一 种 表达 式 : 


1 
y 
ou l-y ! ell 
022 == 1 222 
v3|__ E(1-») a 让 . J 
023| (1+z)(1-27) (1-9) e 
031 1-2y 631 
0l2 2(1-v) 612 
1-2y 
O 2(1-v) 
(4-15a) 
或 简写 为 : 
lol =[D]lel (4 -15b) 


式 中 ，[D] 为 弹性 劲 度 矩阵 ， 取 决 于 材料 的 性 质 。 在 本 章 应 力 
计算 中 最 常用 的 胡 克 定律 表达 式 是 式 4 -15b。 


4.1.5 位 移 协调 方程 


将 应 力 平衡 方程 式 4 -9 中 应 力 oz 用 应 变 ey 代 换 ， 再 转化 为 
位 移 矢 量 尺 = Rii+Rzj+RE， 于 是 有 : 
Y Z [2 + 48] 


0 (至 加] 
= 一 | 人 —: +A(ell t ex + €33)6; 
> x |“ g; + = 9 ;] 
oR; oR, 
> sbs: baa (° oR + ] 
dx Óx, 0x3 


-了 史 0107 7" Ü (21.23) 


(4 168) 
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或 简写 为 : 
pVR+(py+A)V(V: R) =0 (4 -16b) 
这 就 是 弹性 体 中 位 移 协调 方程 。 


4.2 平面 应 力 场 问题 


一 块 厚度 均匀 的 平板 ， 厚 度 与 板 的 长 、 宽 相 比 很 小 ， 且 沿 薄 

板 周 围 边界 承受 着 平行 于 薄板 平面 且 沿 厚度 均匀 或 对 称 其 中 面 的 
外 力 。 此 外 ， 板 的 表面 无 外 力作 用 。 这 样 ， 板 内 : 
033 =Ü, 013 = G3) =032 =023 =Ü 

近似 认为 ra ，cz ，clz 不 沿 板 厚 度 而 变化 ， 它 们 只 是 坐标 

mis 22 的 函数 ,或 者 wa 、cl 、co2 很 小 ， 可 以 略 去 时 ， 这 就 属 

于 平面 应 力 问题 。 由 式 3 -14 可 以 看 出 ， 尽 管 o, =0, 但 ejs = 


到 (oa +022) 天 0。 


4.2.1 莫 尔 圆 与 最 大 切 应 力 


式 2-22 已 说 明 ， 由 x1、% 与 x1、* 的 坐标 变换 矩阵 了 可 
得 到 新 坐标 系 中 应 力 张 量 分 量 : 
w; = TaTnO im (重复 指标 求 和 ) 〈 见 式 2-22) 
(1) 第 一 种 情况 下 的 单元 体 中 ， 设 侧面 无 切 应 力 时 。 平面 
应 力 场 中 的 单元 体 ， 设 其 侧面 无 切 应 力 os, =0， 只 有 正 应 力 re 
和 oy。 设 新 、 老 坐标 系 x 与 x' 轴 间 的 夹 角 为 6。 那么 ， 新 坐标 
系 中 应 力 张 量 分 量 为 : 
正 应 力 : 
Owx' = T, T, 十 Toy TeyO y = cos2 0, + sin2boyy 
(4-17) 
正 应 力 : 
Oyy =TyzTyzaue+TyryTyyOy = sin2br .+ cos’b0 yy 
(4-18) 
切 应 力 : 
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= 本 G, 十 TsyTyryoy = — sin0cos0c,,, +singcosgoyy 


-于 (ou 一 yy)sin20 = — gy (4-19) 


请 注意 ， 新 坐标 系 中 出 现 式 4 - 19 中 的 切 应 力 wey。 式 
4-17、 式 4-19 可 进一步 转化 为 : 
Gyr + Oyy =G, + Gy 
oux -ayry = (G,, — Gy) (cos20 — sin20) = (ae 一 om )cos20 
由 上 两 式 可 得 : 


= 人 6 (4 -20) 


CA 2 
将 式 4-17、 式 4-18 中 ce，cym 分 别 用 图 4 -3 所 示 的 莫 尔 
圆 中 的 P 和 4 来 表示 ， 又 令 wx =p, G, =9， 则 可 有 : 


Ges = 号 + e020 (4-21) 
IFAS 

yy = Ë : 9 .0820 (4 -22) 

co =p - —q)sin20 (4 -23) 


= g 


4-3 第 一 种 情况 下 的 莫 尔 圆 


将 正 应 力 和 切 应 力 分 别 作为 平面 上 的 横向 和 纵向 坐标 轴 。 在 
此 坐标 平面 上 ， 既 可 表示 原 坐 标 系 中 正 应 力 o,,、oyy 和 切 应 力 
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ow (此 时 o, =0)， 也 可 表示 新 坐标 系 中 正 应 力 cv ( 式 
4-21). cy, ( 式 4-22) 和 切 应 力 wsy， ( 式 4-23)。 以 (c,, + 
onw)/2 (此 时 =(p+9)/2) 为 圆心 DL (p -9)72 为 半径 所 做 
的 圆 称 为 莫 尔 圆 。 图 4 -3 中 ，0B8 =g = or，04 =p = ow， 而 
os =0， 分 别 代表 老 坐标 系 中 的 应 力 分 量 。 同 时 有 0D' = oww， 
O'E= yy, D'D = osy， 分 别 代表 新 坐标 系 中 的 应 力 分 量 。 
ZACD =20 代表 osy = sin20(p -9)72 与 其 有 关 。 当 切 应 力 等 于 
莫 尔 圆 半径 时 〈 即 9=45" 时 ) ， 称 为 最 大 切 应 力 raw = (p - q)/ 
2。 物 件 中 光 测 弹性 条 纹 是 最 大 切 应 力 条 纹 。 最 大 切 应 力 条 纹 中 
的 最 大 者 承载 最 大 切 应 力 ， 材 料 破坏 、 届 服 、 开 裂 往往 从 这 里 
开始 。 

因为 已 设 单元 体 中 ， 设 侧面 无 切 应 力 ， 即 rw = 0 (尽管 
csy 天 0) ， 只 有 正 应 力 oss 和 o,,， 所 以 p 和 g 分 别称 为 第 一 〈 代 
数值 大 者 ) 和 第 二 〈 代 数值 小 者 ) 主 应 力 。 主 应 力 是 无 切 应 力 
侧面 时 的 侧面 的 正 应 力 ,， 仅 此 时 p= =... q =0yy。 图 4 -3 中 把 
各 物理 量 之 间 的 几何 关系 表示 得 很 清楚 。 可 以 看 出 ， 英 尔 圆 贺 周 
的 左 端点 到 坐标 原点 长 度 用 q 表示 ， 而 莫 尔 圆 圆周 的 右 端点 到 坐 
标 原点 长 度 用 p 表示 。 主 应 力也 是 材料 承载 能 力 的 反映 。 

(2) 第 二 种 情况 下 的 单元 体 中 ， 侧 面 设 有 切 应 力 ， 同 时 也 
有 正 应 力 时 。 即 cz 关 0 BF, c. 0 和 or 天 0。 此 时 在 正 应 力 和 
切 应 力 所 构 成 的 直角 坐标 系 中 ， 分 别 找 出 莫 尔 圆 圆 心 C 点 和 忆 点 : 
0C=(ou+oy)[2 和 0D' =oue， 如 图 4-4 所 示 ， 这 与 图 4 -3 不 
同 。 然 后 做 0D' 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 量 取 切 应 力 : OD = rw 。 因 此 ， 
CD = Mlow- (0 +0%)/2] +o; = Mo -0,) +4o2,/2 
便 是 莫 尔 圆 的 半径 。 由 英 尔 圆 圆周 的 左 、 右 端点 4 和 B 到 0 点 
的 距离 便 可 确定 p 和 4 主 、 次 主 应 力 和 最 大 切 应 力 rau : 


1 1 

p= (c, +am) + V (z. - Gy) +40%, (4 -24) 
1 | 

9g=7(0% try) -FV (s, -0y) +4o;, (4 -25) 
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ras = 二 Vs on) tay =(p-q)/2 (4-26) 


图 4-4 第 二 种 情况 下 的 莫 尔 圆 


最 大 切 应 力 在 4. 4 节 要 用 到 ， 用 于 绘制 圆 环 中 光 测 弹 性 力学 
条 纹 。 
极 坐标 情况 下 ， 式 4 -24 ~ 式 4 -26 一 样 有 : 
p(e,0) =1/2[oee(a,g) +c,,(e,0) + 
Vlow(a,0) -on(a,0)] +4o2(a,0) ] 
( 见 式 4-84) 


g(a,0) =1⁄2[Gc e (e ,0) +o, (a ,0) - 


Vlow(a,0) -on(a,0) J] +4o2(a,0) ] 


( 见 式 4 一 85) 
Tma (0,0) =1/2 V[ow(a,b) -on(a,0)] +40%(a,0) 
: ( 见 式 4 -86) 
或 Tmax(0,0) =(p -gq)/2 ( 同 式 4 -87) 


式 中 , p, q, Ga Or ，ae，Taa 分 别 是 极 坐标 中 的 第 一 、 第 二 
主 应 力 ， 周 向 和 径 向 正 应 力 ， 切 应 力 和 最 大 切 应 力 。 


本 2.2 在 平面 应 力 场 中 的 胡 克 定律 
在 平面 应 力 场 情况 下 ， 由 胡 克 定律 〈 式 4- 14) 可 得 到 : 
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1 
el =E(on -vo ) 
1 
222 =p (o> -zol ) 
2(1 +v) 


Y m ps Bo 


1 1 - 
e11 tex = 互 [cu +o -Z(all +o22)] =-= (su +o) 


(4 -27) 
若 用 应 变 分 量 来 表示 应 力 分 量 ， 则 上 面 三 式 变 为 : 
ol lw "0 el 
s |==FE |” 1! Olle (4 -28a) 
1-v l-v 
CD 0 2 JU 
或 简写 为 : 
{fo} =[D]lel (4 -28b) 
式 中 : 
l> 0 
[D] = Ey 1 0 (4 -29) 
1-v|0 .0 1L=z 
I 0 .0 2 
{ol = {onowor}™ 
{fe} = {enezy12}™ 
4.2.3 力 平衡 微分 方程 
由 dx; ` dx? 小 单元 体 的 Xl 向 力 平衡 ZX1 =0 得 到 : 
91 0901 š 
r. ro (4 -30) 
同样 ， 由 铸 向 力 平衡 ZX =0 得 到 : 
do aa 0 (4 -31) 


9x2 Ox] 
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4.2.4 极 坐 标的 平衡 微分 方程 


图 4 -5a 表示 用 极 坐 标 r. 0 所 确定 的 体 元 4B8CD4 ， 承 受 一 
般 正 号 的 二 维 应 力 系统 和 径 向 体积 力 。 此 厚度 为 一 单位 的 体 元 的 
尺寸 为 rtg，dr 和 (r+dr)dg， 其 应 力 各 点 不 同 。 但 是 ， 假 定 每 
一 侧面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 且 只 考虑 两 相对 侧面 间 的 应 力 变 
化 。 为 简化 起 见 ， 正 应 力 cv ，ces 分 别 用 er,，cre 表示 ， 切 应 力 
on 用 表示。 这 样 用 cc ，co 和 (ce)。=ro 表示 点 4 的 应 力 ， 
其 他 各 点 也 采用 类 似 的 记号 ， 则 得 出 点 B 的 应 力 为 : 


ç 


图 4-5 体 元 上 应 力 的 极 坐标 符号 〈a) 、 体 元 上 剪 力 的 径 向 和 切 向 分 力 〈b) 
和 体 元 上 法 向 力 的 径 向 和 切 向 分 力 (c) 
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=), Ts 三 Ta + (Z)er 
ər Or 


同样 ， 得 出 点 DD 的 应 力 为 : 
Opd = Goa. + (Ze)as, Td =To +[ Ze) 


现在 我 们 将 体 元 四 个 侧面 的 每 一 侧面 上 的 法 向 力 和 前 力 分 解 
为 径 向 和 切 向 分 力 ， 这 些 分 力 分 别 以 及 和 了 表示 ， 并 以 脚 标 来 
表示 其 作用 面 (图 4 - 5b 和 图 4 -5c)。 考 虑 到 dó 为 一 小 
角 ， 则 : 


R¿ = - [= rsin [ 2) + radreos( 中] 


= -Condr 3 -Todr 
T, = - ca dreos[ %) + r rsin Í %) 


= —-Ga dr + Tedr 7 ge 


R. = [0+ (Se)a] er +anee 


š; srd0+ [22: )rdrdo +=, drd0 += .( 略 去 高 阶 无 穷 小 ) 
T= [r+ (Fe)ar] r+ ana 
=+ ord0+ [2 如 jdag+radrdb+- …( 略 去 高 阶 无 穷 小 ) 
ne 
[= *[%)e|ee=[2) 


> - saq P +z, + | jgdr +…( 略 去 高 险 无穷 小 ) 
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Ta= [z + [Ze)ee]aees[ 99) + 
[+ [ Pia Ni 


=0padr+ (Ze). zar $ dr 又.…( 略 去 高 阶 无 穷 小 ) 


最 后 ,Ry = -orrdg #ll T, = -Tordb。 

在 极 坐标 中 所 考虑 的 最 一 般 形式 的 体积 力 是 径 向 力 ， 我 们 以 
有 R 休 表示 径 向 上 每 单位 体积 的 体积 力 ， 并 设 其 指向 背离 原点 ， 则 
作用 在 体 元 4BCD4 上 的 体积 力 为 R#rdrdg。 为 了 力 的 平衡 : ZR =0 
和 7=0。 将 径 向 力 相 加 ， 得 到 : 


rdrdo + cedrdb] - [z< dr de + rodr] + 


-Orrdb + [crae 十 (Z 


[ -oudr +rodr+ (3 =a 


加 以 整理 ， 并 略 去 qi。 和 ouw 中 第 二 个 脚 标 ， 又 当 R* =0, MJ E . 
式 变 为 : 


) drdg] +R rdrd0 =0 


Or 9 r _ 

Or `r ə 人 
同样 ， 沿 切 向 求 和 ， 得到: 

ar 9 

tr +27g =0 (4335 


方程 式 4 - 32 和 方程 式 4 - 33 就 是 极 坐 标的 力 平衡 微分 
方程 。 


4.3 平面 应 变 场 中 Airy 方程 的 推导 
4.3.1 平面 应 变 场 中 的 力 平衡 方程 


当 不 考虑 体力 时 ， 在 x, 和 x, 方向 上 力 的 平衡 已 有 下 两 式 
( 式 4-30, 式 4-31): 
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gc š 090'12 > ac2 dc2 _ 
Ox] Əx> Ox] gx2 

如 果 正 应 力 和 切 应 力 分 别 表示 为 下 列 各 式 : 

af = j/0x, gp =@j/@x of = -@jJ/àəx 0, 


则 力 的 平衡 方程 式 自动 满足 ， 其 中 少 称 为 应 力 函 数 。 
4.3.2 平面 应 变 场 中 的 位 移 协调 、 应 变 兼容 性 方程 


对 应 变 微分 式 (ei = 9Ri/exi = (9Ri/exi + 9R;/9%i)/2) 求 导 ， 


可 得 到 应 变 兼 容 性 方程 : 
Qe11/ 0x2 + 92e2/ 9x? =202el2/Dxi9xz 


4.3.3 Airy 方程 


将 应 变 式 代入 应 变 兼 容 性 方程 ， 又 利用 式 4 -13 和 应 力 函 数 
式 的 关系 可 得 到 : 
Vi$=Vi(0o +) = Vy = (82/95 +0/0x2)y =0 
(4-34) 
上 述 方程 被 称 为 著名 的 Airy 方程 ， 早 在 19 世纪 就 被 Airy 推 
导出 来 。 这 是 弹性 力学 基础 性 方程 ， 有 着 广泛 的 应 用 。 


在 极 坐标 下 的 Airy 方程 可 表示 为 : 
2g la, lay 
Parra Ze) *=0 (4 -35) 
在 极 坐标 中 相应 有 用 应 力 函 数 表 示 的 应 力 各 式 ， 
gg = 92 p /ər (4 -36) 
os, = (1/r)Əg/ər + (1/r) y/o (4 -37) 
oo= Ë = (4 -38) 
4.3.4 在 极 坐 标 下 的 Airy 方程 的 通 解 


因为 


ow tom=01+0%, Vy=$=0% to, (4-39) 
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则 Airy 方程 4 -34 转变 成 拉 普 拉 斯 方程 : 
1 9 


v$ = (Š+ +a r 0 (4-40) 
因为 此 方程 的 解 可 表示 为 两 分 离 变 量 的 函数 的 乘积 : 
$ = > R,(r)$,(0) (4-41) 
又 要 求解 是 单 值 的 ， 于 是 可 表示 成 : 
$ = (ao +Bolnr) + (anr + B,r ")sinn0 + 


> (y, + ó,r ")cosn0 (4 -42) 


检查 上 式 可 以 看 出 ， 2⁄4 0= -mT/2 和 0= +m/2 时 , ó = ot +o! Y 
别 有 极 大 值 和 极 小 值 ， 此 外 ，g Bü r 增 大 而 减 小 。 由 的 最 简单 形 
式 可 表示 为 : 
由 =Bir-lsing (4 -43) 
4.3.5 在 极 坐标 下 的 Airy 方程 的 一 个 特 解 
将 式 4-43 代入 式 4-39，V2y = 中， 可 得 : 
ə 1 
r: IOS 


该 式 有 一 个 特 解 : 
j = (B,/2)rsin@lnr (4 -44) 
这 一 特 解 已 用 于 位 错 心 外 应 力 场 的 计算 。 


4.4 受 力 圆 环 在 极 坐标 下 的 Airy 方程 的 解 


图 4 -6 示 出 受 径 向 力 F 的 圆 环 。 图 中 示 出 圆 环 的 半径 7， 
内 、 外 径 r;、r。 及 98 角 的 定义 。 


4.4.1 受 力 圆 环 在 极 坐标 下 的 Airy 方程 的 一 个 特 解 
本 书 的 第 一 作者 得 到 适合 受 力 圆 环 的 特 解 为 : 
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图 4 -6 受 径 向 力 F 的 圆 环 


#=F/(4B)[ -2rlnr +é(r/r -rr)]cosg (4-45) 
式 中 ，B 是 待 求 常数 (下 文 有 结果 B= lnai +E(1 -中 ))。 只 要 
将 该 式 代 入 Airy 方程 便 可 证 明 满足 Airy 方程 4-35。 据 式 4 -36 ~ 
式 4 -38， 相 应 有 应 力 解 : 
ote = - (F/2Br,)[ -1/a+é(3a -a?/o?)]eos0 


= - (F/2Br,)g(ea)cos0 (4 -46) 
o = - (F/2Br,)[ — 1/a +£( e + o2 /o ) ]cos0 
= - (F/2Br,)h(ea)cos0 (4 -47) 
o! = - (F/2Br,)[ — 1/e +£( e +o2/o2 ) ]sin@ 
= - (F/2Br,)h(oe)sin@ (4 -48) 
式 中 : 
g(a) =[ -1/e +£(3a - a2/o2 ) ] (4 -49) 
h(a) =[ -l/ae+£(e+o2 Zo )] (4 -50) 


只 要 简单 推导 便 可 知 o, c; ，cm 满 足 双 调和 方程 : V24$ = 
v4y =0。 

请 读者 注意 ， 应 力 各 式 尽管 满足 双 调 和 方程 ， 但 是 这 是 一 高 
能 解 ， 而 非 能 谷 解 ， 也 就 是 不 是 实际 真实 应 力 解 。 实 际 真实 应 力 
应 做 最 小 功 ， 使 正 应 力 系统 处 于 能 谷 态 。 
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4. 4.2 ”实际 真实 应 力 的 能 谷 态 解 


应 力 系统 做 最 小 功 ， 相 应 的 周 向 约束 条 件 为 : 之 [4 - 
$. ]dl = 0。 
已 设 W= (cy +o), ST |$ |° 具有 相同 的 能 量 量 纲 一 


m. | [sea |° = J| Ja Vpar| 也 具有 能 量 量 纲 〈* 是 环 

内 的 积分 面积 ， 假 设 弹性 模 量 为 1， 实 际 为 2 +A) ， 见 式 4 - 

13)。 因 此 ，| | vgas | 为 正 应 力 系统 能 量 的 平方 根 。 根 据 格 林 

定理 有 

[vs = 9 dl = 入 (oo+og)dl = feat oa’) dl 
(4-51) 

可 以 看 出 ， 上 式 右 端 世 oi+ o) dt 具有 很 高 的 应 力 〈 式 4 -46 和 


式 4-47 带 有 eosb 与 式 4-73 ~ 式 4-75 带 有 eosg-2《 相 比 
较 ) ， 造 成 过 高 的 膨胀 和 压缩 能 ， 使 正 应 力 系统 不 稳定 。 因 为 $ 
从 零 起 点 变化 ， 当 有 由 且 又 1$1<1$ law 时， 那么 由 -中 或 


如 -由 .) dl 分 别 将 换 8 2 faal ， 风 能 大 大 降低 能 量 。 因 为 
ó$ fE $, 的 邻近 变化 。 对 整个 正 应 力 系 来 说 ， 当 
总 [时 4 - o2⁄24]= f 210 - 4232214 
= f(b- $.) (b-bd = Hb-)d = 0 


$ 
或 ]= [$$ -+)a]= o 


2[1|a Ü 
36[2 29 - +) 
便 处 于 Un 最 低能 从 态 以 做 最 小 功 ， 尽 可 能 保持 环 的 体积 不 变 。 
这 里 设 弹性 模 量 为 1 (实际 为 2 +A) )。 在 这 种 情况 下 ， 
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整个 正 应 力 系统 很 稳定 。 它 包括 式 4 -52 和 式 4 -53; 
3 6- 8) = Us 和 fb-$)d=0 


(4-52) 
以 及 
* 
| -wal| = us, 
fb -$d= (0-4) =0 (4-53) 
此 时 ，|9| <m2。 


式 4 -53 被 称 为 约束 条 件 。 为 什么 式 4 -53 称 为 周 向 约束 条 
件 ， 而 不 是 式 4 - 52? 这 是 因为 由 式 4 -67 中 8C/9n =0， 于 是 


Ka -由 )dl = 0 以 及 Usi 略 比 Un 高 一 点 。 若 式 4 -53 被 满足 ， 
则 整个 正 应 力 系统 处 于 能 谷 态 。 所 以 我 们 只 注意 周 向 约束 条 件 ， 
其 关键 是 确定 bo。 

ow，0 太 大 而 不 是 真正 的 实际 应 力 。 环 中 的 实际 应 力 应 为 
Ga Om: 00+On = 中 -中 .其 中 中 = ch +0%。 当 然 ， ow， 
0 不 满足 双 调和 方程 V2$ = V4y =0， 因 为 Vz( oop + ov) 20, jk 
外 ,ogg，on 和 ab， 是 go%0，o 应 力 分 解 的 结果 。 不 过 ，a% 
和 是 两 个 略 有 差别 的 常数 〈 请 见 4.4.6 节 ) 。 但 是 与 co 一 
样 ,不 变 , 因为 从 - 由)dl = K(og+ os- 四.)dl = 0 。 由 于 与 
cg 的 对 称 关系 ，c% 留 下 积分 以 与 外 力 - F/2 保持 平衡 : 

1 m2 1 VD 

[ dal vodl = (- F/2Br) | Na)da[ sin6r,d6 = - F/2 
. (4-54) 

式 中 , [ h(a)da = B (请 见 式 4 -78)。o% 不 像 cg，o 那样， 
当 161 从 0 至 /2 时 后 者 要 改变 符号 而 尽 可 能 使 环 的 体积 不 变 。 
0% 不 改变 符号 ,也 不 影响 环 的 体积 。 下 面 介 绍 co, c, fl, Ji 
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于 环 中 应 力 计 算 。 
4.4.3 ”内 外 壁 径 向 正 应 力 和 切 向 应 力 的 边界 条 件 


具体 如 下 : 
s. |, =0, 0 |, =0, ow |, =0, 0 |, =0 (4-55) 


44.4 “ 力 的 宏观 平衡 条 件 


如 图 4 -7 所 示 ， 力 的 宏观 平衡 条 件 可 表示 为 : 
(f wowdr)eos0 + (oodr)sing =- F2 (a -56) 


( cwar)sino 一 ( = ar)eos6 = 0 (4 -57) 


若 [codr = - Feos0/2 及 [ewar = - Fsing/2, 那么 , 力 的 
宏观 平衡 条 件 可 满足 。 


f credr 


Jogodr, 


图 4 -7 力 的 宏观 平衡 


4.4.5 “力矩 的 宏观 平衡 条 件 
方位 角 为 0 的 截面 的 弯 矩 为 : 
M(0) = [ewe,0) (a 3 $e) ae (4-58) 


设 中 径 为 : 
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(1 +a,)r,/2 =R, (4 -59) 
则 M(6) 也 满足 力矩 的 宏观 平衡 条 件 : 
M(0) = [[ oC0°) dr]R, 1 - cosbg) +M(0°) (4-60) 


式 中 ， [owl0°)ar = — Fcos0°/2 = - F/2, 
如 果 式 4 -60 成 立 ， 那 么 力矩 的 宏观 平衡 条 件 被 证 明 。 
4.4.6 ó, =o +ol 的 起 因 


4.4.6.1 确定 周 向 的 附加 应 力 ug 


假定 周 向 的 附加 应 力 oh 等 于 下 式 : 
ol = -(F/2Br,) [Bk(O)/(1 -oa)-C] (4-61) 
式 中 ，k(9) 对 a 是 待 求 常数 ， 开 始 时 假设 随 6 变化 。 周 向 应 力 
的 积分 如 下 : 


三 wd 


z el [Ce) eos0da - [eda] 

=- 立志 [Le(weosede 2 P [1 19) -Jda 
= +L -{[ Lete)eos8 + Clda ~ Bx(0)[ 7 | 
=- 二 ~{[ Le(e)eos9 + Clda - «(0)B} 
š "S A | 


-kx(9)) + Clda (4 -62) 


t> 
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式 中 ,B = [ z(a)da = | h(a)de = Ina, + £(1 - aË) (请 见 式 
4 -78)。 因 此 ， 从 a; 到 1 的 积分 效应 来 看 , 0% = - (F/2Br,) [g 
(a)(cos0 —k(0)) +C] 和 o% = -(F/2Br,)[g(a)r(0) -C] 分 
别 等 于 omw -ago 和 go = - (F/2Br,) [Brk(0)/(1 -a) - C], 
表面 上 看 ，o% = -(F/2Br,) [g(a)k-C] 与 co = - (F/2Br,) 
[Bx(9)/(1 -wm) -C] 不 一 样 ， 实 际 上 两 者 一 样 。 后 者 是 常数 ， 
这 一 点 很 重要 。c = oo +0o%，0gp 和 o% 是 ow 分 解 的 结果 。 但 
是 ow 满足 周 向 约束 条 件 ， 并 大 大 降低 系统 的 能 量 ( 见 4.4.7 
节 )。 


4.4.6.2 确定 k 什 
考虑 到 力矩 的 平衡 条 件 ， 有 下 式 : 
M(0) = [=o (o°)ar]Ra(1 - cos0) + M(0) 
=- (1 +o)(l -eo0s0) +M(09) — (4-63) 
所 以 : 
1 + 


-el (a - 2 )da(eos8 ~ «(0)) 


=-+F( + i) (1 — cos0) - == [eye -, = )da(1 -kx(0o)) 
其 中 em 的 C 已 被 删 去 ， 因 为 它 对 弯 矩 无 贡献 (请 见 式 4-79) 。 
将 右 端 第 二 项 移 到 左 端 ， 则 有 : 


1 + oa 
-Ee = dal(l — cos0) — (k(9) ~ k(0°))] 


=- +F(1 + a) (1 - cosg) (4 -64) 


其 中 ,| g(a)ada = 0( 见 式 4 - 80) 及 [ g(a)da = B( 见 式 4-78)。 
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因此 : 
-4P(L+a)[(1-eosg) -(k(9) ~ «(0"))] 


= -4F(1 + os) (1 -cos0) (4-65) 


那么 k(6) = <(0°) =k =const, 与 6 无关。 对 于 方位 角 为 $ 的 无 
弯 矩 M($) =0 有 下 式 : 

E [ata (a -于 eduloob -«) = 0 (4-66) 
所 以 ，k = cosp, o% = - (F/2Br,) [g (e) - C] = - ( F/2Br,) 
[g(a)cosp - C] , k 与 v% 取 决 于 p， 它 是 无 弯 矩 截面 的 方位 角 。 
这 就 是 说 ， 附 加 应 力 起 因 于 弯 和 矩 及 力矩 的 平衡 。 


4.4.7 证 明 满 足 周 向 约束 条 件 


设 劝 = 由 -由 =oo to, - 0. 那么: 
B= -(F/2Br,)[h(e) +g(a)jcosg- 由 (4-67) 
若 此 ó 替代 式 4 -53 中 的 由 -由 ， 则 仅 当 
由 = - (F/2Br,)|[h(e) +g(a)]2/m-C} (4-68) 
时 ， 周 向 约束 条 件 成 立 ， 其 中 9C/an =0， 因 此 : 
B= -(F/2Br,)|[h(e) +g(e)](cos0 -2/m) +C] 
(4 -69) 
式 中 ，C=2B/(1-ai)T ( 见 式 4-70) 只 与 co ( 见 式 4-73) 
有 关 ， 而 与 rr 无 关 ， 因 为 wv1 r, ==, | r; =0 而 且 C 还 与 力 平 
衡 有 关 。 因 此 ， 式 4 -53: 


9 - 4 
a ($ - $.) = fdd(r,0) 


= (0 + om)d(r,0) = 也 和 ov + ou)d(rg) 


=-4(F/2B) = t) +g(a)](eosg — 2/r)d0 


44 受 力 轩 环 在 极 坐标 下 的 Airy 方程 的 解 || 83 


=- 4(F/2B) A [h(e) +g(a)](sing - 20/7) =0 


(4 -70) 
式 中 ,9[h(a) +g(a)]/ən#0 BaC/ən=0, 

于 是 ，oow ，cr 满 足 周 向 约束 条 件 〈( 见 式 4 -53) 且 正 应 力 
系统 做 最 小 功 。 但 是 ，o sg，o% 相 反 ， 不 满足 周 向 约束 条 件 。 从 
式 4 -62 可 得 到 : 

0% = - (F/2Br,)[ g(a)2/w - C] 
= - (F/2Br,)[g(a)2/m -2B/(1 —a;)m] 
(4-71) 
o) = - (F/2Br,) [h(a)2/m] (4-72) 


4.4.8 圆 环 中 最 终 应 力 解 


具体 如 下 : 
(1) 圆 环 中 最 终 真实 应 力 解 如 下 : | 
qe (a,0) = - (F/2Br,)[g(a)(cos0 -2/m) +2B/(1 -a;)m] 


(4 -73) 
Or(a,0) = - (F/2Br,)[h(ea)(cos0 -2/7)] (4-74) 
z, (e,0) = - (F/2Br,)h(oa)sin0 (4 -75) 


那么 它们 应 被 证 明 满足 径 向 边界 条 件 、 力 平衡 条 件 、 弯 和 矩 平 
衡 条 件 ，ces 满 足 周 向 约束 条 件 使 正 应 力 系统 处 于 能 谷 态 。 如 上 
文 所 述 ， 下 面 利 用 gog，o 而 不 是 利用 ow，oa “来 计算 圆 环 中 的 
应 力 。 

(2) 证 明 真 实 应 力 c, (e, 0). cj. (e, 0) 满足 径 向 力 边 界 
条 件 。 因 为 : h(a;) =h(1) =0， 简 单 推导 式 4 -74 和 式 4 -75， 
h(a) =[ -l/a+£(we+o;/o2)] 便 可 证 明 满足 径 向 力 边界 条 件 。 

(3) 证 明 真 实 应 力 z (e, 0). c,(a, 0). Gc. (a, 0) W 
足 宏观 力 平衡 条 件 。 将 式 4-73、 式 4 -75 代入 宏观 力 平衡 条 件 
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( 式 4-56、 式 4-47)， 则 : 
[awdr =- (F/2B) Í  [e(a) (eos0 -2/7) +2B/(1 -au)m]da 


=- (F/2B) [f g(a)da(cos0 - 2/m) + 2B/=] 
== (#2B)[[ g(a)da - B](cos0 - 2/m) + Bcos6 | 
= — Fcos0/2 i (4 -76) 
三 ro = - (F/2B) [f h(a) da - BJsing - (F/2B) Bsing 
== 二 Faing (4-77) 
1 1 
当 | g(o)da - B = J h(a)da -B=0, BD: 


1 1 
B= | z(e)da = | h(a)de = Ia, +£(1 - a) 


(4 -78) 
宏观 力 平衡 条 件 被 证 明 满 足 。 至 此 ，B 和 C 便 被 确定 了 。 
(4) 证 明 真实 应 力 o (e, 0)、on(a,，9)、o(a, 0) 满 
足 宏 观 力矩 平衡 条 件 。 对 于 弯 矩 M (0) 来 说 ， 可 以 看 出 ， 包 含 
在 oo(a，6) 中 的 28/(1 -ai)T 项 对 弯 矩 无 贡献 ， 这 是 因为 


[ [28/0 -0) 5] (a -Se)2da 


= [2B/(1 -a)we[ [a NI ta)an =0  (4-79) 


i l +o, (l-o) (l +oej)(1- e) 
sn as is sss 2 Ss 


将 oo(a，9) 的 式 4-73 和 MM(9) 的 式 4 - 58 代 和 力矩 平 
衡 条 件 式 4 -63， 但 不 包括 2B/(1 ~) 项 ， 这 是 因为 式 4 -79 
的 终 故 ， 于 是 有 下 式 ; 


Fee [e - 


1 z =)aa[ cos9 一 2) 
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-4F(1 + e;) (1 — cos0) + 


zea -ja(1 - 2) 
将 右 端 第 二 项 移 至 左 端 , 则 变 成 下 式 ; 


S|e(® (a 1 Jag (1 — cos0) =- £O + i) (1 — eos0) 
又 进一步 简化 为， 
站 eole -de = Et [ 

-- F 2 a(a)da =- FO +a) 


请 注意 : 
[eCe)ade =a -1+é(l-a+om -a)=0 
x (4 -80) 
可 见 B = [ee da 但 是 ，B 已 由 式 4-78 确定 了 。 


(5) 证 明 真 实 应 力 co (a, 0). c,(e, 0). G. (a, 0) 满 
足 力 平衡 微分 方程 成 立 。 s: 极 坐标 的 力 平衡 微分 方程 : 


径 向 : r+(o, -ow) + =0 或 地 aar | (Cr -oo) ,1 0 0 


f r 00 
( 见 式 4-32) 
m, aa pl do aa 20w% 
Ti; Fa Y20003 or t'a: 0 
( 见 式 4 -33) 
先 证 明 当 
ce(a,b) = 六 es(a)eob ( 见 式 4-46) 


ar(a,g9) = - h(a) eosg ( 见 式 4-47) 
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o's(a,0) =oo(a,g) = - 2 Bh a)sin8 
( 见 式 4 -48) 


时 满足 极 坐标 的 力 平衡 微分 方程。 为 方便 起 见 ， 推 导 时 略 去 系数 
项 ， 于 是 有 : 
径 向 : "aC)e0s0 - + [h(a) - z(a) ] cosg+ 9 (a) sin 


=i [a 8) +2h(a) -g(a) ]cos0 
2 
= lal 志 +é(1 -3)] -十 -61 98) } cos0 =0 


切 向 : -g(a)sing +a We)sing +2h(a)sing 


=[ -g(a) + le) 


上 两 式 中 方 括号 中 项 是 一 样 的 ， 都 为 零 。 尽 管 oi (e, 0). 
or(a，6) 、op(a，9) 满足 极 坐标 的 应 力 平衡 方程 ， 但 因为 它 
们 太 大 ， 不 是 实际 应 力 解 。 在 4. 4. 2 节 指 出 ， 实 际 应 力 解 为 rp 
(e, 9) 、or(a，9) 、ce(a，6) 。 现 在 来 证 明 它 们 满足 极 坐标 
的 力 平衡 微分 方程 。 

因为 B= g(a)da = | h(a)de = Ina, +£(1 — aÓ) , 由 此 
可 得 : 


+2h(a) ]sing =0 


[zar =- 吉 [h(a) (eos0 - 2 yqa 
=- 二 SL h(a) cos = 二 [Ma Jda 
[ [h(a) eosgda = 2) 


1 F: 
2. B 
1 Fr e 2 
> p [ h(e)eosñda _ =É. 一 da 
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1 1 
AM(a)cosgda 十 TF 2[ Td 


“站 四 
28B 
1 
= F [ h(a)eos0da + Oss 


因此 ， -二 名 h(a) (eos9 -之 ) 与 -十 生 h(a)cos0 + 二 PF 2. 


r a, 它们 都 是 径 向 应 力 ， 只 是 表现 形式 不 一 样 。 这 一 点 


很 重要 ， 是 证 明 极 坐 标 下 的 力 平衡 微分 方程 的 关键 。 
在 dr、d9 范围 内 径 向 附加 应 力 (additional stress，csd) 为 


二 之 一 -=C=const，C 是 常数 。 也 就 是 说 ; 


2 Tl1l-a; 


aog=ao+C or=aor+C gy%=0% 

前 面 已 证 明 wow(a，6) 、c5(a，6) 、o'o(a，9) 满足 极 坐 
标的 力 平衡 方程 ， 那么 实际 应 力 解 ca (e, 0). c, (e, 0), 
oe(a，0) 也 满足 极 坐标 的 应 力 平衡 方程 。 因 为 两 者 仅仅 相差 一 
个 常数 项 。 为 清楚 起 见 ， 现 在 再 做 极 坐 标 中 的 四 个 角 点 ， 分 别 为 
1、2、3、4 的 微分 单元 ， 如 图 4 -8 所 示 。 因 此 ， 微 分 小 单元 中 
四 个 角 上 1 (在 右 下 角 )、2、3、4( 逆 时 针 ) 点 的 径 向 应 力 分 
别 为 : 


1 F Lo 1 

1 点 : = 本 p h(a)cos0 + F I 
1 Fry oh Pas 31 

2 点: SSS gB[h(e) + 9drleos0+ FF 后 Tw| 
3 点 : -二 h(a)cos(0+A0) +++F 2. 1 

2 B T 1 -ai 
4 点 : -{- 广 [h(o) + drleos(0 +A0) d F2 1 }= 

1. 2B ər 2 T1-a 


-Í - E [h(e)eos(0 +A0) +Šlareos(0 +A0) ] + 二 r) 
在 dr 范围 内 径 向 应 力 到 加 并 抵消 后 为 : 
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4r[7 站 a( 0+A0)- - Sosa] = -dr asing 


在 ar，d9 范围 内 径 向 应 力 增 量 为 : 
r [ŠËeos(8 + 0) -eoso]ar = ( - r sing) dodr 


z. dr, d0 范围 内 径 向 附加 应 力 不 参 加 应 力 平衡 ， 也 就 是 说 ， 
力 微分 平衡 方程 不 包含 常数 项 。 切 向 也 一 样 。 总 之 ， 微 分 小 单元 
中 四 个 角 点 的 常数 项 ， 因 正和 负 相 互 抵消 。 所 以 真实 应 力 opo 
(e, 0). o,(e, 0). G. (a, 0) 的 应 力 微分 平衡 方程 也 同样 
成 立 。 


图 4-8 极 坐标 中 的 小 单元 体 1、2、3、4 
r—#J; 7 一 切 向 


4.4.9 环 中 存在 的 附加 压缩 和 无 膨胀 点 的 位 移 


等 价 力 EXr 压缩 圆 环 见 图 4 -9。 从 图 4 -9 中 可 以 看 出 包含 
Ec (e, 0) 在 式 4 -73 中 的 项 28/(1 -ai)T 将 造成 沿 周 向 附加 
压 应 力 和 应 变 〈 Frocht，1946)。 因 此 由 于 此 附加 压 应 变 ， 无 膨胀 
点 便 从 cos -12/T 离开 发 生 位 移 ( 式 4-73)。 对 于 a 来 说 ， 当 ow 
(e, 0) =0 且 当 909=g 时 ,我 们 便 能 从 式 4 -73 得 到 cosp(a) : 

cosp(a) =2/m[1 - B/(1 -a;)g(a)] 

=2/=|1-[Ine;+£(1-o;)]/[(1-e)zg(a)]] 
(4 -81) 

对 外 壁 有 aw =l, g(a) = -1+£(3-62), 于 是 : 

cospu =2/7{1 - [Ine, +é(1 -a2)]/(1-a;)[ -1+£(3-a2)]1 
(4 -82) 
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对 内 壁 有 a =ai, g(a) = -lai +é(3a; -1/a;)， 于是: 
cospin =2/m(1 — [Ine; +£(1 —o2) ]/(1 -a) 
[ -lai +£(3a, -Lai)]} (4-83) 
Gout < cos -12/T =50. 46"，pis > cos-12/T =50. 46° 


Fina Fin 


Fin Fn 


ARa 
L— 
u = j Rx 


图 4-9 等 价 力 Fr 压缩 圆 环 


4.4.10 计算 结果 


表 4 -1 示 出 ， 利 用 式 4-73 ~ 式 4-75 计算 出 方位 角 0 为 
0° 和 mw/2 时 的 周 向 应 力 ， 表 中 以 2F/mr。 作为 单位 应 力 。 式 4 - 
81 ~ 式 4 -83 将 分 别 用 于 计算 无 膨胀 应 变 点 的 方位 角 。 


表 4-1 仅 对 方位 角 6 为 w2 和 0° 时 内 、 外 壁 上 计算 出 周 向 应 力 


外 # 内 # 


厚度 e, | = 


0.95 
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šE; 2F/mr, 作为 单位 应 力 ， 环 厚 WW 设 为 1。 

表 4-2 示 出 的 是 计算 出 的 受 压 圆 环 外 和 内 壁 上 的 无 膨胀 应 
变 点 的 方位 角 po 和 win 以 及 相应 的 余弦 。 从 表 4 -2 可 以 看 出 ， 
圆 环 外 壁 上 的 无 膨胀 应 变 点 的 方位 角 wu 随 环 厚 〈 即 wm) 增加 而 
减 小 ， 相 反 ， 圆 环 内 壁 上 的 无 膨胀 应 变 点 的 方位 角 win 随 环 厚 增 
加 而 增加 。 当 ui =0.5 和 0.7 时 ， 圆 环 外 和 内 壁 上 的 无 膨胀 应 变 
点 早 被 Frocht (1946) 指定 为 所 谓 奇 点 ( singularity points), ， 如 
表 4 -3 所 示 。 这 与 光 测 弹性 力学 结果 (Frocht, 1946) 一 致 。 


表 4 -2， 受 压缩 载荷 时 内 壁 上 的 无 膨胀 应 变 点 的 方位 角 及 相应 余弦 值 


0.964 0.9 0.7 0.5 0.4 

e (O) | 5.8 5L20 | 524 | 536 | 53.33 
copa | 0.6320 0.6266 | 0.610 | 05996 | 0.5922 
pea/ (°) 50. 10 49. 62 47.6 | 47 | 42.70 


Cosp out 0.64145 0. 6478 0.6747 0.7110 0.7349 
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表 4-3 圆 环 受 压缩 载荷 时 光 弹 测试 得 到 的 奇 点 方位 角 


Pin 
53.5 +0.5 


Pout 
44.5 +0.5 


ao =0.5 


53.0 +0.5 47.0 +0.5 


圆 环 中 应 力 计 算是 平面 应 变 场 中 的 一 个 典型 问题 。 下 面 各 式 


成 立 (Frocht, 1946); 
p(a,0) =1/2[ gg(a,0) +a,,(a,0) + [ow(a0) -,,(a,0)]° +462, (a,0) ] 


(4 -84) 
q(a,0) =1/2[ zo (a,0) +0,, (0,0) - /[zae(a,0) =, (a,0)] +462,(a,0) ] 
(4 -85) 
Tmax (,0) =1/2 /[ oe (a,0) - z, (a,0)]2 +46o2,(a,0) 
(4 -86) 
或 
Toa (00) = (p-q)/2 (4 -87) 


式 中 , p(a, 0) #lq(e, 0) 及 rawu(a，6) 分 别 是 两 个 互相 垂 
直 的 正 应 力 和 最 大 切 应 力 。 本 书 利用 式 4 - 84 ~ 式 4 -87 计算 
出 ， 当 a; =0.5, 0.7 时 最 大 切 应 力 r... (a, 0) 条 纹 及 内 外 壁 上 
的 奇 点 位 置 ， 并 分 别 示 于 图 4 -10 和 图 4 - 11 中 。 这 与 光 测 弹 性 
力学 结果 (Frocht, 1946) 一 致 。 


4.4.11 小 结 


具体 如 下 : 

(1) 式 4-73 ~ 式 4-75 和 式 4-81-~ 式 4-83 可 用 于 式 
4-85-35&4-87 中 ， 计 算出 和 绘 出 最 大 切 应 力 rau(a，6) 条 纹 
及 内 外 壁 上 的 奇 点 位 置 。cw，cw ( 式 4-73 和 式 4-74) 满足 
周 向 约束 条 件 且 正 应 力 系统 处 于 能 谷 态 。 

(2) 内 外 壁 上 的 奇 点 位 置 的 歧化 移动 是 圆 环 中 存在 附加 压 
缩 应 变 与 应 力 的 一 个 证 据 。 
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图 4-10 oo =0.7 的 1⁄4 圆 环 中 计算 的 等 最 大 剪 切 应 力 轮廓 线 
(应 力 步 长 1.2F/mr,) 


图 4-11 ao=0.5 的 1/4 圆 环 中 等 最 大 切 应 力 轮廓 线 
(应 力 步 长 0.4F/mr,) 


(3) 无 弯 矩 〈 即 当 9=p 时 ，M(g) =0) 截面 的 方位 角 e zk 
远 等 于 cos -12/r， 与 圆 环 的 厚度 无 关 。 
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应 变 分 析 中 的 应 用 


X 射线 在 医学 上 、 工 业 上 和 科学 研究 上 有 着 广泛 的 应 用 ， 特 
别 是 在 研究 晶体 结构 方面 有 它 的 独到 之 处 。 在 半导体 的 测试 技术 
上 也 有 许多 应 用 ， 这 些 应 用 大 致 可 以 分 为 如 下 几 方 面 : 

(1) X 射线 测定 晶体 取向 〈X 射线 定向 ) ; 

(2) X 射线 测定 晶体 点 阵 常数 和 晶体 结构 及 唱 粒 大 小 ; fl 
如 ，DNA 的 双 螺 旋 结构 就 是 用 X 射线 测定 的 ; 

(3) X 射 线形 貌 技术 观察 晶体 缺陷 (位 错 、 层 错 、 微 缺陷 
洲 涡 花纹 、 杂 质 偏 析 与 沉淀 、 应 变 场 ) ; 

(4) 测量 唱片 的 弯曲 度 ; 

(5) 测定 半导体 晶体 表面 加 工 损伤 层 ; 

(6) 测定 应 力 及 应 变 分 布 , X 射线 测定 同一 材料 中 有 无 应 
力 区 时 晶体 面 间距 的 变化 方 能 测定 应 力 ; 

(7) 测定 材料 中 组 分 及 均匀 性 、 梯 度 。 例 如 ， 扫 描 电镜 的 
电子 探 针 就 可 用 作 这 种 分 析 。 


5.1 XX 射线 的 性 质 及 其 产生 
5.1.1 义 射 线 的 性 质 


X 射线 在 本 质 上 与 可 见 光 相同 ， 都 是 一 种 电磁 波 ， 但 它 的 波 
长 要 短 得 多 。 通 常 ，X 射线 的 波长 范围 约 为 0. 001 ~ 10nm， 介 于 
Y 射线 和 紫外 线 之 间 。 在 研究 晶体 结构 时 常用 的 X 射线 波长 约 在 
0.05 ~0. 25nm 之 间 。 因 为 X 射线 的 波长 很 短 、 能 量 很 高 ， 所 以 
有 很 强 的 穿 透 物体 的 能 力 。 一 般 称 波长 短 的 X 射线 为 硬 X 射线 ， 
波长 长 的 X 射线 称 为 软 X 射线 ， 以 此 来 表示 它们 的 穿 透 能 力 。 

实验 证 明 ， 当 X 射线 穿 过 物质 时 ， 其 强度 会 衰减 ， 而 衰减 
的 程度 与 所 经 过 物体 的 厚度 成 负 指数 关系 。 
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如 图 5 -1 BUR, AS X 射线 束 
的 强度 为 万 ， 穿 过 厚度 为 x 的 物体 
后 ， 其 强度 表 减 为 [， 经 实验 证 明 它 
们 存在 如 下 关系 : 

T=l0e 生 (5-1) 

式 中 , /为 物体 对 X 射线 的 线 吸收 系 
数 ， 简 称 吸 收 系数 ，em-!; 对 于 一 图 5-1 X 射 线 穿 过 样品 时 
定 的 物质 及 一 定 波长 的 X 射线 来 说 ， 的 衰减 情况 
/是 常数 。 式 中 的 负 号 表示 X 射线 的 强度 随 通过 物体 的 距离 增加 
而 逐渐 衰减。 

如 果 透 过 X 射线 的 物体 是 很 薄 的 4 很 小 ) ， 即 x <1 (x< 


pe ， 那 么 由 式 5 -1 可 以 得 出 透 过 物体 的 X 射线 的 强度 应 为 : 
1 
I> 


也 就 是 说 ， 此 时 透 过 物体 的 X 射线 强度 大 于 0. 366j 。 又 如 销 单 
晶 对 Cu - K, 线 的 线 吸 收 系数 为 352cm -!， 当 % =0. 1mm 时 ， 透 


过 的 X 射线 的 强度 为 he 35 =0.031; 3⁄4 x = 1mm 时 ， 


透 过 的 X 射线 的 强度 为 ne- “~5x10- 210。 由 此 可 见 ， 样 品 
的 厚度 增加 10 倍 ，X 射线 透 过 的 强度 要 降低 e" 。X 射线 对 厚度 
在 1mm 内 的 硅 单 唱 样品 有 一 定 的 透射 强度 。 


5.1.2 X 射线 的 产生 


发 射 X 射线 的 管子 叫做 X 射线 管 〈 或 叫 X 光 管 )， 它 的 构 
造 示意 图 见 图 5 -2。 

X 射线 管 一 般 是 由 琉璃 制造 的 圆柱 形 管子 ， 管 内 真空 度 很 
高 ， 大约 相当 于 10 510 ?Pa 的 压力 。 它 的 主要 部 件 有 : 

(1) 阴极 。 阴 极 是 灯丝 ,通常 用 钨 丝 卷 成 , 通 上 3 ~4A H, 
流 ， 把 它 加 热 到 白 热 状态 。 若 在 阴极 和 阳极 之 间 加 上 高 压 电 
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图 5 -2 X 射线 管 示意 图 


(30 ~50kV) ， 则 铭 丝 周围 的 热电 子 即 向 阳极 做 加 速 运动 。 

(2) 阳极 。 阳 极 通 常 称 为 靶 ， 为 某 种 金属 (nd. WL. @) 
的 磨 光 面 。 当 高 速 运 动 的 电子 与 阳极 相 磁 时 ， 便 又 然 停止 运动 。 
此 时 电子 的 能 量 大 部 分 变 为 热能 ， 一 部 分 变 成 X 射线 光 能 ， 由 
四 面 射出 。 

(3) X 射线 谱 。 可 以 把 由 普通 X 射线 管 中 发 出 的 X 射线 分 
为 两 组 :一 组 是 具有 连续 各 种 波长 的 X 射线 ， 构 成 连续 X 射线 
谱 。 这 种 连续 谱 线 的 X 射线 ， 因 为 与 白色 光 相 似 ， 也 是 各 种 波 
长 辐射 的 混合 体 ， 所 以 也 叫做 白色 X 射线 或 多 色 X 射线 。 另 外 
一 组 是 若干 具有 一 定 波长 的 ko, 

X 射线 谱 ， 秋 加 在 连续 X 射 

线 谱 上 ， 称 为 特征 (或 标 = 

识 ) X 射线。 这 种 特征 谱 线 = ke 

和 阳极 材料 有 关 ， 一 定 的 阳 
极 材料 对 应 一 定 波长 的 标识 
X 射线 ， 因 此 也 叫 音色 X 身 - 
线 。 图 5 -3 示 出 了 X 射线 
强度 与 波长 的 关系 曲线 ， 称 
该 曲线 为 X 射线 谱 。 

产生 特征 X 射线 的 原因 可 解释 如 下 ， 当 高 速 的 阴极 电子 流 
必 击 阳极 时 ， 便 将 阳极 物质 原子 深层 的 某 些 电子 击 出 而 转移 到 外 


5 -3 阳极 靶 发 射 X 射线 强度 与 
波长 的 关系 曲线 
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部 壳 层 ， 这 时 原子 就 处 于 不 稳定 状态 。 这 样 ， 外 层 的 电子 立即 又 
会 跃迁 到 内 部 填补 空位 ， 使 原子 的 总 能 量 降低 ， 而 多 余 的 能 量 就 
以 一 定 波长 的 X 射线 发 射出 去 ， 形 成 了 特征 X 射线 。 图 5 -4 示 
出 了 产生 特征 X 射线 的 示意 图 。 由 图 5 -4 可 以 看 出 ， 把 K 层 电 
子 跃迁 到 外 层 时 的 激发 称 为 K 系 激发 ， 把 电子 由 原子 外 层 路 迁 
回 此 时 空 的 K 壳 层 时 产生 的 X 射线 称 为 k 系 辐射 。 把 kK 系 辐射 
中 电子 由 荆 壳 层 转 移 到 XK 壳 层 的 辐射 称 为 K。 辐 射 ; 由 M 壳 层 转 
移 到 K 壳 层 的 辐射 称 为 Kg 辐射 。 由 于 M 壳 层 的 能 量 较 工 壳 层 
高 ， 产 生 Kg 时 原子 能 量 降 低 得 多 ， 所 以 Kp 辐射 的 波长 比 K。 短 。 
但 是 电子 由 M 2JEEKIES K 壳 层 的 几率 比 由 工 壳 层 跃迁 到 26 
层 的 几率 小 ， 因 此 Kg 线 的 强度 比 Ke。 线 的 小 。 在 晶体 结构 分 析 中 
常用 K 系 X 射线 。 因 为 不 同 原子 能 级 的 位 置 是 不 一 样 的 ， 所 以 
Ke。 和 Kg 的 波长 视 阳 极 材料 而 定 。 若 进一步 细 分 ， 又 可 把 Ke。 线 分 
为 波长 比较 接近 的 Ku 和 Ku 线 ， 它 们 由 能 级 的 精细 结构 形成 。 
一 般 说 来 ，Ku , K. 和 Kp 辐 射 的 强度 比 接近 于 1: 0. 5: 0.2。 表 
5 -1 列 出 了 常用 的 阳极 靶 材 料 铜 、 钼 、 SOS Ka, K. 和 Kg 线 的 
波长 。 由 于 在 单 色 X 射线 衍射 法 的 晶体 定向 中 采用 单 色 X X, 
故 需 用 薄 的 滤 光 片 把 Ke 射线 滤 掉 ， 否 则 由 于 Kg 和 Ke 都 被 晶体 
衍射 ， 而 引起 衍射 混乱 ， 从 而 得 到 错误 的 结果 。 一 般 选 用 比 阳 极 
原子 序数 小 1 或 2 的 材料 作 滤 光 片 。 例 如 ， 铀 部 (29) 的 滤 光 
片 是 镍 (28)， 销 靶 (42) 的 滤 光 片 是 饮 (41) 等 。 


N 


外 部 之 层 
图 5 -4 特征 X 射 线 产生 的 示意 图 
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表 5 -1 阳极 靶 的 特征 X 射线 波长 (m) 


# 
0.70926 x10 -10 


#8 
1.78892 x 10 `! 


| K. | 1.54061 x 10 `!° 
| Ko | 1.54433 x10 -!0 
1.39217 x10 `! 


K, 


0.71354 x10 `!° 1.79278 x10 `!0 


0. 63225 x 10 10 1. 62075 x 10 -10 


产生 X 射线 谱 中 的 连续 谱 是 由 于 高 速 运动 的 电子 与 阳极 物 
质 撞击 时 ， 因 动能 降低 而 同时 发 射 不 同 波长 的 X 射线 。 电 子 穿 
透 深度 不 同 ， 动 能 降低 程度 也 不 一 样 ， 因 此 便 产 生 了 波长 不 等 的 
X 射线 ， 从 而 组 成 了 连续 谱 。 波 长 最 短 的 是 那些 保持 原 有 动能 的 
电子 失去 全 部 动能 并 转化 发 生 的 X 射线 。 加 速 电压 越 高 ， 电 子 
获得 的 动能 越 高 ,“ 白 色 ”X 射线 的 短波 线 波长 就 越 短 。 


5.2 X 射线 在 晶体 中 的 衍射 现象 


车 让 一 束 连 续 波长 的 X 
射线 照射 到 一 小 片 单 晶 体 上 
(图 5 -5) ， 在 照相 底片 上 除 
了 透射 光束 形成 的 中 心 斑点 
以 外 ， 还 可 以 出 现 其 他 许多 
斑点 ， 这 些 斑 点 的 存在 表明 
有 偏离 原 人 射 方向 的 X 射线 
存在 。 把 X 射线 遇 到 晶体 以 
后 改变 其 前 进 方向 的 现象 ， 
称 为 X 射线 的 衍射 现象 。 把 
偏离 原来 人 射 方 向 的 这 种 X 图 5 -5 X 射 线 的 衍射 现象 
射线 束 ， 称 为 衍射 线 。 


5.2.1 X 射线 衍射 理论 基础 


X 射线 在 晶体 中 所 发 生 的 衍射 现象 与 X 射线 的 交 变 电磁 场 
和 原子 周围 的 电子 相互 作用 有 关 。 当 X 射线 向 原子 的 电子 云 人 
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射 时 ， 原 子 周围 的 电子 便 受到 振动 的 电场 作用 ， 并 向 四 面 八方 发 
射出 与 人 射线 有 相同 振动 频率 的 相干 电磁 波 ， 这 就 是 原子 对 X 
射线 的 散射 现象 。 


5.2.1.1 一 个 电子 对 X 射线 的 散射 


在 考察 原子 的 电子 云 对 X 射线 的 散射 之 前 首先 讨论 一 下 一 
个 自由 电子 对 X 射线 的 散射 情况 。 设 有 一 个 平面 偏振 电磁 波 沿 
ox 方向 传播 (图 5 -6) ， 电 磁 波 的 电场 矢量 E, 与 ox 垂直 。 该 波 
在 。 点 处 遇 到 一 个 完全 自由 的 电子 。 电 子 受 电场 E, 的 作用 产生 
一 加 速度 y= -gEo/m。 其 中 ，g 为 电子 电荷 ; m 为 电子 的 质量 。 
依据 经 典 电磁 理论 ， 这 个 正在 做 加 速 运动 的 电子 会 发 射出 电磁 
Pk, 电磁波 在 P 点 的 电场 矢量 的 值 为 : 

ygsing _ Eog’sing 

4meoRc? — 4mreoRme2 

式 中 ，9 为 电子 电荷 量 ，g = 1.6 x10-! C; c 为 光速 ，c =3 x 
108m/s; R 为 oP 的 距离 ; 中 为 oP 和 电子 加 速度 y 间 的 夹 角 ,， E 
# (oP, y) 的 平面 中 ， 如 图 5 -6 所 示 。 


E= - 


散射 波 
图 5 -6 入 射 X 射 线 被 自由 电子 散射 的 示意 图 


取 (oP, ox) 平面 作为 oxy 平面 ， 而 令 衍射 角 为 29。 先 假 
设 Eo 沿 (oP, ox) 平面 的 法 线 方向 ， 在 这 种 情况 下 当中 =90? 
时 ， 则 有 : 
E= Eq : 
4TmTeoRmc 
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这 时 就 可 把 五 看 成 是 电子 对 人 射 波 产生 的 衍射 波 的 电场 矢量 。 
因为 人 射 波 强度 1, 与 衍射 波 强度 1 的 比 等 于 电场 强度 平方 的 比 ， 
于 是 : 


q. 


0 16m’ z0R2m2 ct 
再 假设 原 电场 矢量 E' 在 平面 x0y 中 ,中 = -20 (因为 E' 为 


oy 方向) ， 依 式 E=Eog?sin $/(Rmc*4meo)， 可 以 得 到 : 
E' yq? cos 20 
Bs 4TeoRmc2 
衍射 波 强度 为 : 
g4 cos220 
1620 Rm? ct 
如 果 人 射 的 为 非 偏振 光束 ， 它 就 可 以 分 解 为 两 束 强度 相等 ， 并 都 
等 于 10/2 的 偏振 光 。 一 东 偏 振 光 的 电场 矢量 沿 oz 方向 ， 另 一 束 
沿 or 方向 ,于 是 在 这 样 的 一 般 情况 下 ， 散 射 强度 为 
万 和 1 + cos22 
s TT 2 1 人 2 
这 就 是 汤姆 还 公式 ， 式 中 的 20 为 入 射 角 。 
5.2.1.2 原子 对 X 射线 的 散射 因子 


下 面 介绍 将 式 5 -2 的 汤姆 还 公式 应 用 于 原子 核 周 围 分 布 的 
电子 云 场合 的 情况 。 这 种 场合 与 以 上 考察 单个 电子 情况 不 同 ， 必 
须 考虑 散射 X 射线 的 相干 效应 ， 这 是 因为 在 散射 位 置 上 X 射线 
束 存在 位 相差 。 即 设 入 射 X 射线 的 波 矢量 为 k。， 散 射 X 射线 的 
波 矢量 为 k"。 原 点 处 与 7 位 置 上 散射 的 X 射线 的 位 相差 为 2mi 
(ko -k') r( 图 5 -7)。 在 弹性 散射 情况 下 ， 人 射 X 射线 和 散射 


X 射线 的 波长 相等 ， 即 |io| = |k"| = 六 ; 又 因 AEK = -向 ， 所 
以 位 相差 可 以 表示 为 2wiAK . r。 由 图 5 -8 可 见 ，|AK| = 


T=7 
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2|ko |sin 0 =2sin 9/A。 假 定 原子 的 电子 云 密度 为 p。(7) ， 考 虑 整 
个 电子 云 在 天 方向 上 对 散射 波 的 贡献 ， 应 得 到 散射 波 的 强度 为 : 


4 
rs ia al: - se)| Je: (re rar] 


(5-3) 
上 式 括 号 中 的 积分 因子 : 


pr) emerar = 大 (5-4) 
原子 
把 按 这 一 公式 定义 的 称 为 原子 对 X 射线 的 散射 因子 。 于 是 


4 2 
1=h 9 se + cos y, 
”16m2R2m2c4e3 


图 5 -7 电子 云 对 X 射 线 的 散射 情况 ”图 5 -8 AK 与 k" 和 的 关系 


5.2.1.3 hx X 射线 的 散射 


假设 晶 胞 内 有 i 个 原子 ， 原子 的 位 置 撩 量 为 r;， 原 子 散射 因 
子 为 户 ， 散 射 波 的 强度 是 唱 胞 各 原子 对 散射 波 的 合成 贡献 ， 此 时 
也 应 考虑 各 原子 散射 波 的 位 相差 2riAK ' r 造 成 的 相干 效应 
I = 1A?( Y fe 2=iAKer,) = JA2F? (5-5) 
' q. 1 + cos20 要 _2niAKr P=: 
其 中 4 = 2 ): W F Ze 和 ,后 者 


又 称 为 晶 胞 的 结构 因子 。 
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5.2.1.4 完整 晶体 对 X 射线 的 散射 


可 以 认为 完整 晶体 是 单位 晶 胞 的 周期 排列 ， 设 它 的 周期 矢量 
为 e@、8、c， 称 这 些 矢 量 为 格 矢 。 晶 体内 单位 晶 胞 的 位 置 可 以 表 
示 如 下 : 

r, =na +n,;b +nc 
完整 晶体 对 X 射线 的 衍射 是 各 唱 胞 贡献 的 钱 加 ， 同 时 应 考虑 由 
单位 晶 胞 的 位 置 r, 而 引起 的 位 相 因 子 e-*™*'"， 于 是 散射 X 射 
线 的 总 强度 为 : 
I = (了 Peakr (5-6) 


5.2.2 强 衍射 条 件 与 布 咯 格 定律 


由 式 5 -6 可 以 看 出 ， 除 了 某 些 特定 AK 外 ， 各 晶 胞 对 7 的 
贡献 作为 平均 相互 抵消 ,I 是 极 小 的 。 但 是 当 AK = gw 时 可 以 发 
生 强 衍射 其 中 gnw =ha* +kb* +I1c* 是 倒 易 矢量 。 满 足 强 衍射 
时 ， 式 5 -6 中 指数 项 为 ; 


e 2miAK mn —2mi(ha* +kb* +Ic * )(nia +n;b +nsc) 


=e 


= e 2mi(hni + kna +]na) — ] 


因此 : 
I = nA( SF,) (5-7) 


下 面 再 把 强 衍 射 条 件 AK = 8 由 做 一 变化 。 利 用 |AK| = 
2sin6/A ,又 | g, | =d 由 ， 代 入 其 中 可 以 得 到 如 下 布 喇 格 定律 ; 
À =2diwsing (5-8) 
通常 把 唱 面 指数 为 (hk1) 的 晶 面 称 为 衍射 面 〈 或 称 反 射 面 ) ， 
相应 的 衍射 波 波 矢量 为 已 。9 是 人 射 X 射线 与 衍射 面 之 间 的 掠 射 
角 ， 当 它 遵 循 布 喇 格 定律 时 称 为 布 喇 格 角 。 布 喇 格 定律 说 明了 X 
射线 波长 A、 衍射 唱 面 的 面 间 距 ww 和 掠 射 角 9 之 间 所 要 遵循 的 
关系 。 图 5 -9 中 示 出 了 这 种 关系 。 
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图 5 -9 衍射 面 发 生 布 喇 格 反射 情况 


5.2.3” 爱 瓦尔 德 图 


布 喇 格 定律 可 以 在 倒 易 空间 中 用 图 解 的 形式 表示 出 来 ， 这 种 
图 称 为 爱 瓦 尔 德 图 。 

爱 瓦尔 德 图 可 以 解决 这 样 一 个 基本 问题 : 对 于 一 确定 波 矢量 
ko 的 人 射 X 射线， 可 以 知道 晶体 在 什么 取向 情况 下 发 生 衍射 以 
及 衍射 线 的 方向 。 假 定 晶体 取向 如 图 5 - 10a 所 示 ， 其 倒 易 点 阵 
如 图 5 -10b 所 示 。 以 倒 易 点 阵 的 原点 0 为 末端 引 和 人 射 X 射线 的 


波 矢量 如， 矢量 的 起 点 为 Q 点 。 以 @ 点 为 圆心 ， 以 | 和 | = 二 为 


半径 作 一 球面 ， 把 这 一 球 称 为 反射 球 或 爱 瓦尔 德 球 。 如 果 倒 易 点 
阵 的 某 一 倒 易 点 G 正好 落 在 球面 上 ， 则 G 点 所 对 应 的 晶 面 
(h) 满足 布 喇 格 定律 ，0 点 与 G 点 所 连接 的 矢量 代表 衍射 X 
射线 的 波 矢量 k。。 由 图 5 - 10 可 以 看 出 ， 当 倒 易 点 C 落 在 反射 
球面 上 时 ， 下 式 成 立 : 
AK=k, —ko =gin 
当 倒 易 点 G 偏离 反射 球 时 (图 5 -10c)， 可 以 写 出 : 
AK=g+s 

称 * 为 偏差 矢量 ， 此 时 衍射 X 射线 的 强度 为 : 

I = kË ( Y F, 29)? 


= lš ( Y, Fer) (5 -9) 
式 中 的 s 用 它 在 x*、y、z 的 三 个 分 量 w、v、w 代入 ,并且 对 整个 
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晶体 可 用 连续 量 的 积分 来 代替 非 连续 量 的 总 和 ， 式 5 -9 括号 内 
的 项 为 : 


-2nigr 2 = {FsinnAu . sinTBu ' sinmCu 2 
( > Ese ) ( Vo Tu TD TU ) 


(5-10) 
式 中 , A. B. C 是 晶体 的 棱 边 长 度 。 式 5 - 10 rh, "f 6 =u = 0 


(se 


ju 的 关系 如 图 5 - 11 所 示 。 


g 3 _ 


图 5-10 晶体 发 生 X 射线 衍射 时 的 爱 瓦尔 德 图 
a 一 晶体 取向 ; b 一 倒 易 点 G 在 反射 球面 上 ; “一 倒 易 点 G 偏离 反射 球面 


-3/4 -2M -UA U4 24 3⁄4 u 


图 5 -11 X 射 线 衍射 波 沿 w 的 强度 分 布 


5. 2.4 ”电磁 波 在 周期 结构 晶体 中 的 传播 和 电子 运动 方程 式 


晶体 是 一 种 电介质 ， 其 中 存在 着 束缚 态 电 子 。 这 种 束缚 态 电 
子 密度 可 以 表示 为 p(r) (~ 代表 位 置 矢量 ) ， 它 是 晶体 空间 中 的 
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位 置 函数 。 当 一 东 波 长 为 A 的 X 射线 照射 晶体 时 ， 因 为 X 射线 
是 一 种 电磁 辐射 ， 所 以 在 外 加 交 变 电磁 场 作 用 下 ， 晶 体 中 的 电子 
将 跟随 发 生 运动 ， 利 用 经 典 力学 近似 可 以 写 出 其 运动 方程 式 ， 


dx 


m ae 
上 式 中 忽略 了 电子 在 晶体 中 受到 的 其 他 力 ， 式 中 的 Be 为 
外 加 电场 ，m、g 分 别 为 电子 的 质量 与 电荷 。 
上 述 方程 的 解 表明 ， 电 子 的 位 移 x 以 所 加 交 变 电磁 场 的 圆 频 
率 w 作 正弦 变化 ， 位 移 变化 的 振幅 为 !: 
wi 
mao? 


如 果 单 位 体积 中 有 p(r) 个 电子 ， 那 么 电极 化 矢量 应 为 : 


(门生 
P= -p(r)qI= aE 


= ghee 


上 式 表明 ， 在 电磁 场 作用 下 , P 是 空间 坐标 的 函数 ， 而 且 随 
时 间作 周期 性 变化 。 国 际 单位 制 中 ， 电 位 移 矢 量 D 是 按 下 式 定 
义 的 ; 
*: 
D=s0E +P =E -PC 
Tao 


相对 介 电 常数 e= D . -2 
soE goma? 

& p22DF 

令 $ Zumo 


则 : 


称 由 为 电极 化 系数 。 因 为 晶体 中 的 电子 密度 是 一 个 周期 函 
数 ， 所 以 函数 由 也 肯定 是 一 周期 函数 。$(r) 可 以 表示 为 傅 里 叶 
级 数 ， 并 在 整个 倒 易 空间 中 展开 
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中 = > $;exp( - 2mig `r) 
8 
式 中 , g =0、+g、+28,，…，g 是 倒 易 矢量 。 因 为 
g(r+a) = YD peexp[ - 27ig * (r+a)] 
g 


= > $,exp( - 27mig * r) 


g 
所 以 由 r+a) = 由 (r) 是 周期 函数 。 傅 里 时 级 数 (r) 的 系 
数 为 ， 


$ = y| $()esp(2is .dr 


1 m. gp(r) 
VJ; ma 
2 
q 
u F(g) 
goma? V, 


exp(2mTig 'r)dr (5 -11) 


式 中 , F(E) = |, P(7)exp(2mig ° r)dr 为 品 胞 的 结构 因子 ;Vy 


为 晶 胞 的 体积 。 

因为 对 X 射线 来 说 ， 仅 仅 电 子 有 散射 能 力 ， 而 原子 核 太 重 ， 
所 以 对 X 射线 辐射 电磁 场 不 起 响应 。 由 此 可 见 ， 晶 胞 的 结构 因子 
与 晶 胞 中 电子 密度 的 分 布 以 及 散射 时 的 散射 矢量 K, - K, = AK =g 
有 关 。 


5.2.5 X 射线 衍射 方法 


当 X 射线 照射 晶体 时 ， 在 一 般 情况 下 ， 不 一 定 具备 符合 布 
喇 格 定律 的 条 件 。 即 人 射 X 射线 对 某 一 晶 面 的 掠 射 角 不 一 定 符 
合 布 喇 格 角 9， 因 此 往往 不 会 发 生 衍射 。 现 在 常用 的 各 种 衍射 方 
法 都 是 设法 改变 X 射线 的 波长 或 人 射 角 来 满足 上 述 布 喇 格 衍 射 
条 件 ， 以 达到 发 生 衍 射 的 目的 。 其 方法 的 原理 如 下 : 

(1) 当 入 射 的 X 射线 方向 和 晶体 的 取向 固定 不 变 时 ， 试 样 
为 固定 的 单 晶体 ， 入 射 的 X 射线 自 一 定 方向 入射 晶体 ， 因 此 会 
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与 各 族 的 (hk1) 晶 面 形 成 一 定 的 掠 射 角 90。 要 使 多 数 晶 面 都 具 
备 参加 反射 的 条 件 就 必须 人 射 各 种 不 同 波长 的 X 射线 东 (多 色 
X 射线 ) ， 使 得 各 个 不 同 的 9 角 都 有 一 个 相 适 应 的 波长 À 来 进行 
衍射 ， 这样 的 衍射 方法 称 为 劳 厄 法 。 

(2) 当 入 射 的 X 射线 波长 及 方向 均 固定 时 ， 原 理 如 下 : 

1) 单 色 的 X 射线 及 单 晶体 试 样 。 实 际 工 作 时 使 人 射 的 X 射 
线束 和 晶体 的 某 一 个 主要 晶 轴 垂直 ， 并 使 晶体 绕 这 个 轴 旋 转 或 回 
摆 ， 这 样 可 以 使 人 射 X 射线 和 各 个 不 同 (hkl) 晶 面 间 的 掠 射 角 
不 断 改变 以 符合 衔 射 条 件 ， 把 这 种 方法 叫 作 回 摆 晶 体 法 。 

2) 单 色 的 X 射线 及 多 晶体 试 样 。 样 品 为 块 状 或 粉末 状 的 多 
晶体 ， 由 于 试 样 中 为 数 极 多 的 小 晶 粒 取向 各 不 相同 ， 因 此 X 射 
线 总 可 以 与 某 些小 晶 粒 形成 能 发 生 衍射 的 掠 射 角 6， 从 而 可 以 产 
生 衍射 线束 。 这 种 方法 称 为 粉末 法 。 粉 末 法 常用 来 测定 晶体 的 点 
阵 常数 。 


5.3 和 射线 衍射 法 测定 半导体 单 晶 的 取向 


如 果 用 一 固定 波长 的 X 射线 (或 称 单 色 X 射线 ) 入 射 到 一 
块 晶体 上 ， 则 晶体 中 某 一 晶 面 便 会 对 射线 发 生 衍射 ， 这 时 就 可 以 
通过 测定 衍射 线 的 方位 来 确定 晶体 的 取向 。 这 是 因为 X 射线 被 
晶体 衍射 时 ， 入 射线 、 衍 射线 和 衍射 晶 面 的 法 线 之 间 的 关系 必须 
遵守 布 喇 格 定律 。 因 为 不 同 结构 的 晶体 和 不 同 的 晶 面 其 衍射 线 所 
出 现 的 方位 不 同 ， 所 以 定向 时 必须 事先 知道 晶体 的 某 些 重要 晶 面 
的 布 喇 格 角 ， 以 便 确 定 衍射 线 的 方位 。 

可 以 利用 照相 底片 来 记录 X 射线 通过 晶体 时 产生 的 衍射 光 
束 的 位 置 ， 也 可 以 利用 各 种 辐射 探测 器 来 记录 。 把 包括 辐射 探测 
器 、X 射线 发 生 器 、 测 角 仪 以 及 其 他 附件 在 内 的 全 套 设备 称 为 X 
` 射线 入射 仪 。 一 般 可 用 衍射 仪 进行 定向 ,但 利用 X 射线 衍射 原 
理 设计 的 仪器 都 可 用 来 进行 晶体 定向 ， 如 X 射线 形 貌 相机 、 双 
晶 分 光 计 等 。 由 于 这 些 仪器 的 主要 用 途 各 不 相同 ， 故 它们 所 能 达 
到 的 定向 准确 度 也 不 一 样 。 生 产 上 常用 X 射线 定向 仪 专门 设备 
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来 精确 地 测定 各 种 半导体 晶体 的 晶 向 。 下 面 对 这 种 定向 方法 作 一 
介绍 。 


5.3.1 定向 仪 简介 


图 5 -12 为 X 射 线 定向 示意 图 。S 是 X 射线 光源 。 利 用 定向 
仪 测定 晶体 取向 采用 单 色 X 射线 。 由 光源 射出 的 X 射线 ， 经 过 滤 
色 片 得 到 单 色 X 射线 ， 再 通过 一 套 准 直 狭 颖 照射 到 样品 C 上 。 样 
品 装 在 测 角 仪 的 样品 盒 上 ， 能 作 各 种 方向 的 转动 ， 当 样品 转动 到 
使 某 一 晶 面具 备 符合 布 喇 格 定律 条 件 时 ， 就 能 从 样品 的 一 定 晶 面 
反射 出 入 射线， 并 为 被 放置 在 一 定位 置 下 处 的 辐射 探测 器 所 记录 。 


图 5 -12 X 射线 定向 示意 图 


定向 时 ,样品 一 般 可 以 作 三 种 方式 的 转动 : 沿 定向 仪 测 角 头 
的 水 平 轴 (x 轴 ) 和 垂直 轴 (y 轴 ) 转动 ; 也 可 围绕 样品 台 轴 向 
(z 轴 ) ， 也 就 是 被 测 表面 的 法 向 转动 ， 有 的 定向 仪 只 有 一 个 绕 垂 
直 轴 的 转动 ， 但 样品 本 身 可 以 围绕 样品 台 轴 向 作 90*、180°、 
270° 转 动 ， 这 样 仍 可 以 精确 测定 晶体 取向 。 

衍射 定向 仪 所 用 的 辐射 探测 器 通常 有 盖 革 - 弥勒 计数 器 
(简称 G - M 计数 管 ) 和 正比 计数 器 两 种 。 图 5 -13 示 出 了 G - 
M 计数 器 的 示意 图 。 该 计数 器 有 一 个 玻璃 外 壳 ， 内 充 有 所 需要 
的 混合 惰性 气体 。 管 内 有 一 个 金属 圆 简 ， 直 接 接地 ， 还 有 一 根 在 
中 心 轴 上 的 金属 丝 〈 常 为 钓 丝 ) ， 使 用 时 维持 大 约 1000 ~ 1700V 
的 正 电压 ; 玻璃 外 壳 的 一 端 为 接收 X 射线 的 窗口 。 
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玻璃 外 这 


R, 
至 高 压 


=C 
r 至 前 章 放 大 器 
R, 


图 5-13 G-M 计 数 管 


当 X 射线 进入 计数 管 时 ， 使 惰性 气体 电离 ， 产 生 反 冲 电子 ， 
这 些 电子 受 管内 高 压 电 场 加 速 获 得 很 大 的 动能 ， 又 与 气体 分 子 碰 
撞 ， 使 它 电离 并 产生 次 级 电子 ， 次 级 电子 又 继续 电离 管内 气体 分 
子 ， 从 而 形成 连锁 反应 ， 在 极 短 的 时 间 内 有 大 量 的 电子 涌 向 阳极 
金属 丝 上 ， 气 体 离子 则 趋向 阴极 ， 产 生 脉冲 电流 ， 使 阳极 丝 的 电 
压 在 极 短 的 时 间 内 突然 下 降 ， 然 后 用 电子 仪器 将 这 种 电流 脉冲 记 
录 下 来 。 

正比 计数 器 的 构造 和 G - M 计数 器 很 相似 ， 但 操作 电压 较 
低 ， 通 常 约 为 600 ~900V。 电 极 上 电流 脉冲 引起 的 电压 降低 也 小 
得 多 ， 因 此 需要 配备 放大 倍数 高 的 电子 仪器 。 正 比 计数 器 中 脉冲 
的 幅度 正比 于 X 射线 光子 的 能 量 。 


5.3.2 测量 原理 


当 波 长 为 的 单 色 X 射线 照射 晶体 时 ， 入 射线 与 晶体 中 某 

一 晶 面 之 间 的 掠 射 角 为 9， 在 符合 布 喇 格 定律 时 : 
2dsin0 = nÀ (5 -12) 

便 在 与 人 射线 之 间 角 度 20 的 位 置 上 出 现 衍 射线 (图 5 -12) 。 

用 X 射 线 定向 仪 测定 晶体 取向 时 ， 一 般 使 用 铜 靶 阳 极 ， 经 
过 薄 镍 片 滤 光 可 以 得 到 单 色 X 射线 Ko， 其 波长 = 1.542 x 
10 "0m。 立 方 晶 系 的 面 间距 d 与 点 阵 常数 ec 有 如 下 关系 : 

a 


d =—————— (5 -13) 


Vh +É +É 


X 射线 
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式 中 , h, k, 1 是 晶 面 的 晶 面 指数 。 将 式 5 -13 代入 式 5 -8 中 便 
可 以 得 到 布 喇 格 角 0: 
sing=A Ath +É (5-14) 
式 5 -14 适 用 于 n=1 的 一 级 衍射 的 情况 。 硅 晶体 属于 金刚 
石 型 结构 ， 是 立方 晶 系 ， 点 阵 常 数 a =5.43073 x 10 -0m。 对 于 
(111) 和 (220) 晶 面 来 说 ， 由 式 5 -11 可 以 算出 用 铜 靶 K。 辐 
射 衍射 时 的 布 喇 格 角 分 别 为 14°14' 和 23°40'。 用 完全 类 似 的 方法 
可 以 计算 出 钳 、 硅 、 砷 化 久 晶 体 的 几 个 常用 晶 面 对 铜 靶 Ke 辐射 
产生 衍射 的 布 喇 格 角 ， 并 把 这 些 数据 列 于 表 5 -2 中 。 
表 5-2 钳 、 硅 、 砷 化 镶 晶 体 的 几 个 常用 晶 面 对 
铜 靶 K。 辐射 产生 衍射 的 布 喇 格 角 
针 (a=5.6575x [BBS (a=5.6534 x 


硅 (a=5.4305 x 


衍射 晶 面 (hul) yaa 


111 14°14' 


220 23°40" 


用 衍射 定向 仪 测定 晶体 取向 时 ， 如 果 要 测定 晶体 的 轴线 
(或 表面 的 法 向 ) 偏离 晶 向 [hkl] 的 角度 ， 则 可 以 把 计数 管事 
先 放置 在 两 倍 布 喇 格 角 的 位 置 上 。 然 后 将 样品 围绕 x*、y、z 轴 转 
动 , 调整 衍射 线 强度 使 其 达到 最 大 。 此 时 说 明和 人 射 X 射线 与 样 
品 中 (hkl) 晶 面 之 间 的 掠 射 角 满 足 布 喇 格 定律 的 条 件 ， 因 此 人 
射 X 射 线 被 〈(AK1) 晶 面 所 反射 ， 在 计数 管 方 向 上 衍射 光束 强度 
最 大 。 

图 5 -14b 示 出 了 用 衍射 法 定向 的 几何 关系 。 设 入 射 光束 和 
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反射 光束 在 xoz 水 平面 上 。 样 品 表面 (被 测 面 ) 为 xoy 平面 ， 样 
品 表面 与 xoz 平面 相 垂 直 。oz 是 表面 的 法 向 。 在 调整 衍射 仪 时 ， 
先 使 人 射线 与 样品 表面 夹 角 为 6， 即 人 sox = 人 tor = 8。x'0'y' 为 与 


xoy 平行 的 参考 面 。 
反射 球 


图 5 -14 射线 定向 时 的 几何 关系 
a—g 适量 偏离 oG 的 两 个 分 最 c 和 有 
b 一 [hz] 晶 向 偏离 样品 表面 法 向 (oz) 的 偏离 角 0 的 两 个 分 量 吕 和 有 

设 op 为 [hk] 晶 向 , p 点 为 op 与 参考 面 的 交点 ， 由 p 点 作 
xoz 平面 的 投影 得 p'。 人 poz = 中 是 [hkl] 最 向 与 试 样 轴线 (oz) 
之 间 的 夹 角 ， 也 是 用 X 射线 衍射 定向 仪 所 需 测 定 的 蝇 向 偏离 角 
度 。Lp'0z =a 是 四角 在 水 平方 向 的 偏离 分 量 ，Lp'op~B 是 中 
角 在 垂直 方向 上 的 偏离 分 量 。 

由 图 5 -14b 可 以 看 出 Aoo'p、Aoo'p'、Aopp ' 都 是 直角 三 角 
形 。 又 


cosa = oo'/op' 


cosB = op'/op 
-00 .oP oo 
cosacos8 = 一 op Op 
而 cos 中 = oo /op 


cosg = cosa: * cosB (5-15) 
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实际 测定 时 分 别 独立 测定 a 和 8p 角 。 第 一 次 样品 绕 y 轴 转 
动 ， 当 衍射 强度 极 大 时 ， 可 使 a =0， 测 出 a 角 。 第 二 次 样品 先 
绕 z 轴 转 动 90"， 使 偏离 角 由 的 垂直 分 量 B 转 为 水 平分 量 ， 然 后 
样品 再 绕 y 轴 转 动 ， 当 衍射 强度 极 大 时 ,可 使 B=0 再 测 出 B 角 。 
这 里 应 注意 一 个 问题 : 绕 y 轴 转 动 样品 时 可 使 晶 向 偏离 角 水 平分 
量 为 零 ， 但 垂直 分 量 不 为 零 ， 因 此 没有 完全 符合 布 喇 格 定律 所 规 
定 的 条 件 。 但 仅 使 一 个 分 量 始终 不 为 零 ， 改 变 另 一 个 分 量 时 ， 衍 
射线 的 强度 仍 会 有 变化 。 当 水 平 偏离 分 量 为 零 时 ， 也 能 出 现 衍 射 
强度 极 大 值 ， 并 在 计数 时 率 计 的 表 中 指示 出 来 。 只 是 这 一 极 大 值 
比 w 和 BB 同时 为 零 时 小 。 这 个 问题 可 利用 反射 球 来 加 以 说 明 ， 如 
图 5 -14a 所 示 ， 画 出 与 样品 取向 、X 射线 入 射线 相对 应 的 反射 
球 。 反 射 球 的 中 心 为 C 点 ，。o 点 是 倒 易 点 阵 的 原点 ， 衍 射 晶 面 的 
衍射 矢量 g 与 图 5 -14b 中 的 (hkl) 面 的 法 向 是 平行 的 ， 现 在 设 
g 矢量 的 末端 在 反射 球 内 ， 晶 面 (hkl) 不 发 生 衍射 。 由 图 5 - 14b 
可 以 看 出 ，g 矢量 偏离 表面 法 向 有 两 个 分 量 ， 即 c 和 B。 只 有 当 
a=B=0 时 ，8g 矢量 的 末端 才 落 在 反射 球面 G 点 上 ， 满 足 严格 布 
喇 格 反射 条 件 。 现 在 来 看 一 看 绕 y 轴 转 动 时 ， 衍 射 强度 的 变化 情 
况 。 最 初 g 矢量 偏离 矢量 oG， 其 偏离 量 用 偏差 矢量 s 来 表示 ， 
则 有 
oG=AK=g+s 
s 矢量 又 可 分 解 为 x<、y、z 三 个 方向 上 的 分 量 u, s. u, 在 这 种 
情况 下 ， 衍 射线 的 强度 正比 于 下 式 : 
(ee. ee) ( 见 式 5 -10) 


式 中 , 4、B、C 为 x<、y、z 方 向 晶体 的 楼 边 长 度 。 当 wu、v、w 较 
大 时 ， 式 5 - 10 的 值 很 小 ， 因 此 晶体 不 发 生 衍射 。 但 当 晶 体 绕 y 
轴 转 动 ， 并 一 旦 转 到 aw =0 BF, w~wu=0, 式 5 -10 中 第 一 、 三 
两 项 为 极 大 值 ， 衍 射线 强度 突然 增 大 ， 并 在 计数 时 率 计 的 指示 表 
中 指示 极 大 值 。 当 样品 转动 r/2 时 ， 只 是 偏离 角 由 的 水 平分 量 
和 垂直 分 量 互 换 位 置 ， 所 以 上 述 讨 论 所 得 结论 仍然 适用 于 这 种 
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由 此 可 见 ， 尽 管 样品 分 别 作 两 次 独立 转动 ， 使 偏离 角 由 的 
某 一 个 分 量 为 零 ， 并 没有 严格 满足 布 喇 格 反射 条 件 ， 根 据 计 数 时 
率 计 的 指示 表 的 极 大 值 指示 仍 可 以 分 别 将 样品 水 平和 垂直 方向 晶 
向 偏离 角 和 有 测量 出 来 。 


5.3.3 ”测试 步骤 


下 面 介绍 X 射线 定向 仪 测定 晶体 取向 的 方法 : 

(1) 在 进行 晶体 定向 之 前 ， 首 先 应 确定 需 定向 的 晶体 是 否 
是 一 块 单 唱 体 ， 这 可 以 从 晶体 的 外 形 、 生 长 棱 线 等 方面 作 判断 。 
如 果 唱 体 是 双 晶 或 者 多 晶 ， 则 由 于 不 同 取向 的 晶 粒 ， 对 光 的 反射 
方向 不 同 而 显示 出 晶 粒 唱 界 。 

(2) 判断 定向 面 的 大 致 取向 : 可 从 晶体 生长 棱 线 、 位 错 腐 
蚀 坑 形 状 等 宏观 特点 来 确定 。 f 

(3) 根据 需 定向 晶体 的 晶体 结构 ( 所属 晶 系 ) 和 所 需 定向 
晶 面 的 晶 面 指数 ， 利 用 式 5 -12 和 式 5 -13 分 别 算出 该 晶 面 的 面 
间距 和 布 喇 格 衍射 角 6， 也 可 从 有 关 资 料 查 出 。 

(4) 在 定向 仪 的 26 位 置 上 放置 计数 管 。 

(5) 定向 仪 的 主轴 上 装置 有 
吸盘 样品 台 ， 可 将 待 测 晶体 薄片 
方便 地 吸附 在 样品 台 上 。 样 品 上 
可 用 十 字 线 (或 作成 矩形 样 块 ) 
标记 四 个 方位 ，1 与 3 是 垂直 方 
位 ，2 与 4 是 水 平方 位 。 图 5 -15 
所 示 为 样品 在 吸盘 上 的 方位 。 

(6) 转动 定向 仪 的 主轴 ( 相 
当 于 图 5 - 14b 中 的 y 轴 ) 使 计 
数 管 的 衍射 强度 指示 达到 极 大 图 5-15 样品 在 吸盘 上 的 方位 
值 ， 此 时 记录 转角 8 ， 求 得 水 平 偏离 角 a =3 -9， 见 图 5 -16。 
将 样品 方位 转动 80%。， 和 上 面 的 程序 一 样 ， 求 得 水 平 偏离 角 az = 
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ó, -9。 由 两 次 测量 的 结果 ， 求 得 水 平 偏离 角 平 均值 : 


e= (m +a,) 


(nk1) 衍 射 面 


gS 
Bx 


图 5 -16 由 样品 的 转角 6 测 得 偏离 角 的 一 个 分 量 


(7) 将 样品 方位 转动 900*， 和 第 6 步 一 样 ， 即 转动 定向 仪 的 
主轴 ,使 计数 管 的 衍射 强度 指示 达到 极 大 值 ， 此 时 记录 下 转角 
6'1， 求 得 垂直 偏离 角 B, = 5 - 9。 样 品 转动 180° 后 ， 又 可 测 得 


Bu。 求 得 两 次 测量 的 平均 值 B= 方 (Bi + 及) 。 


(8) 计算 品 向 偏离 角 : 当 水 平 偏离 角 平 均值 为 w、 垂 直 偏离 
角 平 均值 为 B 时 ， 则 被 测 面 与 主 晶 面 的 偏离 角 由 可 用 下 式 计 算 : 
cos 中 = cosacosB (5 -16) 

当中 <5?" 时 : 
£ =o? + (5-17) 


5.3.4 测量 精度 


X 射线 衍射 定向 的 精度 可 以 达到 +15'， 比 光 点 定向 的 精度 
高 。 精 度 受到 以 下 三 方面 因素 的 影响 : 

(1) X 光束 的 发 散 性 ; 

(2) X 光束 的 准 直 性 ; 

(3) 转角 读数 刻度 的 精度 。 
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5.4 和 射线 显 微 术 的 应 用 
5. 4. 1 位 错 的 观察 


用 X 射线 形 貌 相 技 术 观 察 晶体 中 的 位 错 是 相当 有 效 的 ， 蝇 
体 除 抛光 外 无 需 经 特殊 处 理 。 


5.4.1.1 观察 晶体 中 的 生长 位 错 


晶体 中 的 生长 位 错 是 由 籽 晶 与 熔 体 交接 处 产生 的 位 错 延 伸 下 
来 的 。 位 错 线 往往 与 生长 轴 有 一 定 的 倾斜 角度 。 采 用 细 颈 的 办 法 
可 以 使 位 错 延 伸 到 晶体 的 外 表面 。 晶 体 尾 部 的 位 错 密度 高 ， 是 由 
位 错 返 回 造 成 的 。 此 外 ， 等 径 部 分 也 可 以 由 热 应 力 、 颗 粒 黏 结 等 
引入 位 错 。 这 些 生 长 位 错 可 以 从 晶 锭 中 切 下 的 纵 剖面 样品 上 利用 
X 射线 形 貌 像 进行 观察 。 通 常 切 割 的 纵 剖 面 为 {1121 或 {110] 
晶 面 ， 衍 射 面 一 般 选 择 为 1220) 晶 面 。 


5.4.1.2 测定 位 错 线 的 柏 格 斯 失 量 的 晶 向 


表征 一 条 位 错 线 的 特性 有 两 个 重要 的 矢量 ， 一 个 是 它 的 柏 格 
斯 矢量 ， 另 一 个 是 它 的 走向 单位 矢量 u, 
在 各 向 同性 弹性 介质 中 ， 一 般 混合 位 错 线 周围 原子 的 位 移 矢 
量 RR 可 以 表示 为 ;: 
1-2v cos2 中 
“4(1 -oz) 2(1-,) 4(1 -v0) ] 


=> [5$+5, 7 = +bxul In r+ 
对 纯 螺 形 位 错 ， 及 = 汪 -b， 原 子 的 位 移 与 柏 格 斯 矢量 方向 
一 致 。 当 gb =0 时 ， 位 错 像 衬 度 消 失 ， 此 时 所 选择 的 衍射 面 与 
b 相 平行 。 而 当 所 选择 的 衍射 面 与 乡 相 垂直 时 ，8 .8 关 0， 位 错 
像 衬 度 最 强 。 图 5 - 17a 中 示 出 了 不 同 衍射 面 的 螺 型 位 错 裤 度 强 
度 与 螺 型 位 错 之 间 的 关系 。 
对 纯 刃 型 位 错 ， 其 尽 为 : 
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1 sin2 少 1-2 cos2 由 

R= (sb ta tbxa|2i nr +a } 

此 时 原子 的 位 移 可 以 分 解 为 两 个 分 量 ， 第 一 项 与 一致， 第 

二 项 与 b xu 一 臻 (也 就 是 在 垂直 滑 移 面 的 方向 上 ) 。 只 有 同时 

满足 g8 .b=0 和 bxu=0 时 , g，R=0， 此 时 刃 型 位 错 像 衬 度 消 

失 。 也 就 是 说 ， 只 有 当 衍 射 面 与 为 型 位 错 线 相 垂直 时 ， 刃 型 位 错 

像 衬 度 消失 。 只 有 8 .8 =0 时 ， 因 为 原子 位 移 R 的 第 二 项 g :bx 

uz0,， 仍 有 刃 型 位 错 像 的 衬 度 出 现 。 但 是 这 一 项 引起 的 衬 度 很 

弱 , 一 般 仍 可 以 用 g. b =0 作为 刃 型 位 错 的 无 衬 度 的 判 据 。 图 

5 -17b 中 示 出 了 三 种 衍射 面 上 刃 型 位 错 衬 度 的 强度 以 及 它们 与 
刃 型 位 错 之 间 的 几何 配置 关系 。 


衬 度 强度 :最 大 衬 度 强度 :最 大 
a b 


图 5 -17 螺 型 (a) 和 刃 型 位 错 (b) 选择 不 同 衍射 面 时 的 衬 度 强度 


利用 位 错 像 衬 度 消失 的 判 据 ， 可 对 一 块 晶 片 从 几 个 不 同 的 衍 
射 晶 面 的 X 射线 衍射 形 貌 照片 推断 位 错 柏 格 斯 矢量 的 晶 向 。 一 
般 可 以 选择 11111 和 1220] 晶 面 族 的 曲面 作 衍射 面 来 拍摄 形 
貌 像 。 如 果 某 一 条 位 错 线 在 某 一 个 衍射 晶 面 的 形 貌 照片 上 消失 或 
衬 度 很 弱 ， 就 可 以 判断 ， 这 条 位 错 线 的 柏 格 斯 矢量 是 与 这 个 晶 面 
平行 的 。 当 全 位 错 在 (111) 衍射 面 的 形 貌 像 中 衬 度 消失 时 ， 因 
为 与 (111) 唱 面 平行 的 <110 > 唱 向 有 三 个 ， 要 确定 唯一 柏 格 
斯 矢量 的 晶 向 还 必须 拍摄 与 该 (111) 面 非 共 面 的 其 他 晶 面 作为 
衍射 面 的 形 貌 照片 。 认 真 分 析 照 片上 所 考虑 位 错 在 各 形 貌 照片 上 
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的 衬 度 ， 利 用 g :5 =0 或 加 上 了 8g .5 xu =0 判 据 才 能 确定 位 错 
的 唯一 确定 的 柏 格 斯 矢量 日 向 。 当 位 错 在 (220) 衍射 面 的 形 貌 


像 中 衬 度 消失 时 ， 全 位 错 的 柏 格 斯 矢量 是 确定 的 上 = 十 [i10] 。 


但 {220} 晶 面 族 晶 面 有 六 个 ， 恰 好 选择 与 柏 格 斯 矢量 相 平行 
的 晶 面 作 衍射 面 的 几率 只 有 1/6。 由 此 可 见 ,， 在 1220] 晶 面 
族 作 衍射 面 的 情况 下 也 必须 拍摄 几 个 不 同 的 衍射 面 的 形 貌 像 
照片 。 


5.4.1.3 检测 位 错 的 密度 


X 射线 入 射 形 貌 像 可 观察 整个 晶片 中 的 位 错 ， 因 此 用 它 来 检 
测 单 晶 中 的 位 错 密度 是 特别 合适 的 ， 通 常 采用 下 列 两 种 方法 : 

(1) 计算 单位 体积 中 的 位 错 线 长 度 。 由 于 形 貌 图 是 一 种 空 
间 的 投影 ， 整 个 晶片 厚度 内 的 位 错 线 均 应 投影 亚 加 在 一 个 平面 
上 ， 因 此 通过 测量 照片 上 某 一 定 面积 内 的 位 错 线 长 度 ， 就 可 计算 
出 位 错 密度 。 例 如 ， 由 某 一 照片 〈 放 大 10 倍 ) 上 长 方形 区 域内 
测 得 位 错 线 总 长 度 为 72cm， 因 为 照片 放大 10 倍 ， 所 以 实际 总 长 
度 为 7.2cm。 长 方形 区 域 两 边 边 长 分 别 为 4cm 和 2cm， 实 际 为 
0.4cm 和 0.2cm。 晶 片 的 厚度 为 0.2cm， 则 测量 区 域 的 体积 为 
0. 0016cm? ， 那 么 单位 体积 中 位 错 线 长 度 Nu 为 


2 3 
=u =+ 5 x10- cm 


(2) 计算 在 形 貌 图 上 穿 过 一 定 长 度 1 的 位 错 线 数目 。 首 先 在 
形 貌 图 上 确定 长 度 为 1 的 线段 。 从 立体 角度 看 ， 这 一 线段 是 面积 
为 1xt (i 为 晶片 厚度 ) 的 截面 的 投影 。 因 此 通过 7 线段 的 位 错 
数目 就 是 通过 这 一 截面 的 位 错 的 数目 。 璧 如 在 形 貌 图 中 测 出 穿 过 
1=0. 3cm 的 线段 的 位 错 有 24 根 ， 晶片 的 厚度 为 0.02cm， 那 么 单 
位 截面 积 上 通过 的 位 错 线 数目 Na 为 


Nu = 


EE 3 -2 
Na=03x002=4x10 em 
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5. 4.1.4 检测 位 错 或 其 他 缺陷 在 晶体 中 的 空间 位 置 


可 以 利用 透射 X 射线 形 貌 立体 投影 的 方法 来 确定 位 错 或 其 
他 晶体 缺陷 在 晶体 中 的 空间 位 置 ， 其 原理 如 图 5 -18 所 示 。 该 法 
是 先 将 晶体 调整 到 一 定位 置 ， 拍摄 一 张 如 图 5 - 18a 所 示 的 
(hkl) 晶 面 衍射 形 貌 相片 。 再 将 唱片 转动 一 定 的 角度 (290) ， 拍 
摄 如 图 5 - 18b 所 示 的 (hk1) 唱 面 衍射 形 貌 相 片 。 比 较 这 两 张 形 
貌 图 就 可 以 找到 晶体 缺陷 所 在 空间 位 置 。 例 如 ， 图 5 -18 所 示 的 
缺陷 r、s、t 在 两 张 形 貌 图 中 的 位 置 分 别 为 r*，s’,t' 和 让 、s”、 
t。s' 离 开 r' 远 一 些 ，s" 离 开 r 近 一 些 ， 这 说 明 缺 陷 s 比 缺 陷 r 和 t 
更 靠近 晶片 的 底面 一 些 。 


图 5-18 立体 投影 法 确定 缺陷 的 空间 方位 
a 一 调整 唱片 到 一 定位 置 拍 摄 的 ; b 一 转动 晶片 一 定 角度 〈28 角 ) 拍摄 的 


5.4.2 X 射线 形 貌 术 观 察 硅 单 晶 的 微 缺陷 


硅 单 晶 中 的 微 缺 陷 是 指 长 度 、 面 积 或 体积 很 小 的 缺陷 。 平 党 
把 线 度 小 于 10 “cm 的 缺陷 称 为 微 缺陷 。 微 缺陷 可 能 是 结构 缺 
陷 ， 如 空位 团 、 填 隙 原子 团 、 层 错 极 小 的 位 错 环 等 ， 也 可 能 是 杂 
质 缺 陷 ， 如 杂质 的 微 沉淀 等 。 近 三 十 多 年 来 受到 广泛 重视 的 硅 区 
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熔 单 晶 洲 涡 缺 陷 ， 就 其 微观 结构 来 说 ， 用 透射 电子 显微镜 观察 确 
定 为 1 ~2pm 的 位 错 环 。 

X 射 线形 貌 术 是 基于 利用 X 射线 受 晶体 衍射 时 晶 格 畸变 使 
衍射 强度 增 大 ， 从 而 在 照相 底片 上 出 现 衬 度 ， 形 成 缺陷 像 的 原理 
建立 起 来 的 。 但 这 种 方法 的 分 辩 本 领 为 数 微米 ， 并 与 实验 条 件 有 
很 大 关系 。 硅 晶体 中 的 微 缺陷 由 于 其 应 力 场 小 往往 不 能 直接 被 X 
射线 形 貌 术 检 测 出 来 ， 通 常 只 能 用 透射 电子 显 微 术 直 接 观 察 。 但 
设法 使 微 缺 陷 周围 的 晶 格 畸变 区 扩大 后 ， 就 可 以 用 X 射线 形 貌 
术 检 测 出 来 ， 这 就 是 所 谓 的 缀 饰 法 ， 以 下 对 缀 饰 技术 作 一 简单 的 
介绍 。 


5.4.2.1 硅 片 的 铜 级 饰 处 理 


若 将 符合 要 求 的 杂质 沉淀 在 晶体 的 缺陷 中 ， 使 它 受 到 杂质 的 
级 饰 。 这 样 ， 微 缺陷 周围 的 唱 格 畸变 区 扩大 了 ， 就 能 用 X 射线 
形 貌 术 将 扩大 了 的 唱 格 畸变 区 衍 守 像 拍摄 下 来 ， 从 而 能 观察 到 微 
缺陷 的 分 布 情况 。 

通常 用 铜 做 级 饰物 ， 也 可 用 其 他 金属 ， 如 锂 。 所 选择 缀 饰物 
应 是 级 饰 工艺 简单 ， 扩 散 系数 大 ， 不 仅 固 深度 大 而 且 还 应 随 温度 
变化 大 。 

铜 在 硅 中 的 固 溶 度 与 温度 有 关 ， 高 温 时 较 大 ， 在 9530% 下 可 
达到 107 ~ 108 原 子 /em3 ， 并 随 温度 下 降 而 急剧 下 降 ， 到 室温 时 
就 变 得 很 小 了 。 如 果 在 950 筷 时 让 铀 在 硅 内 扩散 ， 使 它 的 浓度 达 
到 饱和 ， 然 后 将 硅 样 品 冷却 到 室温 ， 这 时 硅 中 的 铜 就 变 成 过 饱和 
了 ， 过 剩 的 铜 就 会 沉淀 析出 。 当 晶体 中 存在 缺陷 时 ， 铜 沉淀 在 缺 
陷 上 时 所 引起 的 弹性 应 变 能 增加 小 些 ; 相反 ， 铜 在 单 晶 体内 均 相 
形成 沉淀 会 引起 很 大 的 弹性 形变 能 和 界面 能 。 因 此 ， 铜 择优 在 微 
缺陷 上 沉淀 。 

铜 缀 饰 过 程 如 下 : 

(1) 硅 片 的 预 处 理 。 将 硅 片 放 在 HNO,: HF: HAc =3: 1: 10 
的 混合 液 腐蚀 过 夜 ， 其 目的 是 消除 表面 损伤 和 应 力 ， 以 免 级 饰 时 
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增生 位 错 。 

(2) 高 温 下 〈950Y ) 让 铜 扩散 到 样品 内 部 。 通 常 有 两 种 方 
ik: 一 种 方法 是 先 在 硅 样品 表面 滴 上 硝酸 铀 溶液， 再 让 铜 原子 在 
高 温 下 向 硅 样品 内 扩散 或 者 是 先 在 硅 样品 表面 用 电解 方法 沉淀 一 
层 铜 ， 然 后 高 温 扩散 ， 另 一 种 方法 是 先 将 铜 蒸发 在 惰性 气体 如 氢 
或 气 中 ， 让 携带 大 量 铜 原子 的 气体 在 高 温 下 不 断 吹 向 样品 表面 ， 
于 是 铜 原子 就 向 硅 样品 内 扩散 。 一 般 在 950Y 高 温 下 要 经 过 半 小 
时 以 上 处 理 才能 使 铀 在 硅 片 内 部 达到 饱和 。 涂 稀 硝酸 铜 溶液 时 要 
注意 不 要 涂 满 整个 表面 ， 因 为 这 样 容易 形成 合金 化 而 影响 铜 的 
析出 。 

(3) 将 经 过 高 温 钢 扩 散 后 的 样品 冷却 到 室温 。 这 时 ， 控 制 
冷却 速率 很 重要 ,冷却 太 慢 ， 样 品 内 过 饱和 的 铜 会 慢 慢 扩散 到 表 
面 ， 而 缺陷 级 饰 不 上 ， 冷 却 太 快 ， 钢 原子 来 不 及 扩散 到 微 缺 陷 
上 ， 就 在 单 晶 体内 沉淀 。 冷 却 太 快 时 还 会 因为 样品 内 温度 梯度 太 
大 ， 由 热 应 力 引进 位 错 。 一 般 来 说 ， 微 缺陷 级 饰 不 上 的 主要 原因 
还 是 冷却 速度 慢 ， 因 此 应 设法 提高 冷却 速度 。 


5.4.2.2 在 “ 缓 饰 ” 硅 片 上 拍摄 X 射线 形 貌 像 


经 过 铜 级 饰 处 理 后 的 样品 ， 再 经 抛光 腐蚀 后 就 可 以 拍摄 X 
射线 形 貌 照片 。 一 般 选 择 的 X 射线 衍射 晶 面 是 {220} 晶 面 族 的 
唱 面 ， 这 样 做 是 为 了 能 同时 观察 到 单 样 中 的 位 错 和 微 缺 陷 ， 衍 射 
调试 也 比较 方便 。 

拍摄 照片 前 应 进行 如 下 预 处 理 : 用 粗 金 刚 砂 磨 去 “级 饰 ” 
硅 片 的 表面 层 ， 再 用 细 人 金刚 粉 磨 平 其 表面 。 先 后 以 乙醇 、 热 蒸 馅 
水 、 超 声波 洗涤 样品 ， 再 用 HNO3: HF: HAc =3: 2: 2 的 混合 液 抛 
光 腐 蚀 2min， 并 用 蒸馏 水 迅速 清洗 表面 ， 此 时 硅 片 两 面 均 已 消 
除 应 力 ， 可 用 作 拍 摄 形 貌 图 。 

微 缺 陷 在 平移 透射 形 貌 图 上 的 衍 守 像 与 位 错 像 不 一 样 ， 微 缺 
陷 在 形 貌 图 上 只 显示 黑 点 的 衬 度 ， 而 位 错 则 显示 线 状 的 衬 度 。 硅 
片 中 微 缺 陷 ( 洲 涡 缺 陷 ) 的 分 布 与 晶体 的 生长 条 纹 花 样 相似 ， 
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往往 在 边缘 和 中 心 处 较 少 一 些 ， 而 在 中 间 地 带 较 多 些 。 由 此 可 
见 ， 由 拍摄 微 缺陷 的 X 射线 形 貌 相片 中 可 以 得 出 它 的 密度 及 分 
布 情况 。 


5.4.3 ”观察 晶体 中 的 沉淀 


直 拉 硅 单 晶 中 氧 含量 比较 高 ， 温 度 在 900Y 以 上 便 会 形成 
Si0, 沉 淀 。 一 般 在 900 ~1100 亿 温度 范围 内 退火 形成 片 状 Si0: 沉 
淀 ， 长 时 间 退 火 伴随 有 棱柱 位 错 环 产 生 。 温 度 在 1100Y 以 上 ， 
例如 1200 C iB k 64h 形成 正八 面体 形状 的 Si0? 沉 淀 。 高 氧 硅 单 
晶 经 高 温 热 处 理 形 成 Si0> 沉 淀 以 及 导 生 的 缺陷 ， 可 以 利用 X 射 
线形 貌 技 术 进 行 观察 。Si0, 沉 淀 呈 片 状 情况 下 ， 片 状 沉淀 两 侧 的 
晶 格 畸 变 区 在 透射 形 貌 图 上 形成 双 弧 月 牙 形 衍 衬 像 ， 并 往往 成 对 
出 现 。 例 如 ， 图 5 -19 所 示 的 硅 中 Si0; 沉 淀 的 X 射线 形 貌 像 就 
是 这 样 。 还 可 以 利用 X 射线 貌 相 技 术 来 研究 杂质 与 晶体 缺陷 之 
间 的 相互 作用 。 例 如 ， 有 相同 氧 含量 的 硅 单 晶 ， 经 1000 习 高 真 
空 退火 ， 用 X 射线 貌 相 术 观 察 发 现 ， 沉 淀 多 半 在 硅 片 的 中 心 处 
无 位 错 晶体 析出 物 的 形成 速度 比 有 位 错 晶 体 的 快 。 有 位 错 晶体 中 
的 析出 物 几 乎 没 位 错 沉 淀 ， 而 且 尺 十 细小 。 无 位 错 晶体 和 有 位 错 
晶体 的 沉淀 动力 学 性 质 是 不 一 样 的 ， 在 前 者 中 ， 随 着 位 错 密度 降 
低 ， 空 位 波 度 增 大 ， 空 位 促进 氧 的 沉淀 析出 。 


es. 


图 5-19 硅 单 晶 经 1200 和 热处理 后 形成 Si0, 沉 淀 的 X 射线 形 貌 像 
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5.4.4 ”跟踪 晶体 缺陷 在 加 热 过 程 中 的 变化 


可 以 利用 X 射线 形 貌 电视 技术 跟踪 观察 在 加 热 过 程 中 缺陷 
的 变化 情况 。 例 如 ， 和 氢气 氛 下 的 区 熔 硅 晶体 中 往往 含有 氢 的 沉 
淀 ， 这 种 所 的 沉淀 在 热处理 过 程 中 往往 会 发 生变 化 ， 可 以 用 X 
射线 形 貌 电视 技术 进行 动态 观察 。 图 5 -20 所 示 为 氢气 氛 下 区 熔 
硅 单 晶片 热处理 时 用 X 射线 形 貌 技术 进行 动态 观察 的 电视 屏幕 
照片 。660% 以 下 加 热 晶 体 时 没有 出 现 缺陷 ， 而 温度 在 660Y Z 
右 时 突然 出 现 大 量 缺 陷 。 图 5 - 21 所 示 为 该 种 硅 单 晶 经 热处理 后 
的 透射 形 貌 照片 。 由 图 5 -21 可 以 看 到 ， 热 处 理 时 由 沉淀 物 沿 
<110 > 唱 向 发 射 一 系列 位 错 环 。 


图 5 -20 氧气 氛 区 熔 硅 单 唱 热处理 X 射线 动态 观察 电视 屏幕 照片 
2660 前 情况 ;b 一 660 人 左右 突然 出 现 大 量 缺 陷 
( 模 的 条 纹 和 照片 下 部 的 一 些 圆 点 是 电视 屏幕 上 原 有 的 ) 
X 射线 形 貌 技术 除了 以 上 应 用 外 ， 还 可 用 来 研究 材料 的 塑性 
形变 ， 控 制 半导体 器 件 质量 ， 观 察 材 料 的 二 次 导 生 缺陷 ， 研 究 材 
料 的 磁 畴 等 ， 有 关 这 些 方面 的 应 用 可 参考 专门 著作 。 
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100hm lO00pm _ 
a b 
图 5 -21 氧气 区 熔 硅 单 晶 热 处 理 后 出 现 的 “雪花 ” 形 缺 陷 
a 一 (111) 晶 片 220AgK。 $ 3640; b 一 图 a 的 局 部 放大 


5.5 义 射 线 在 薄膜 晶体 结构 分 析 中 的 应 用 
5.5.1 义 人 射线 在 气 敏 传感器 薄膜 晶体 结构 分 析 中 的 应 用 


近 些 年 来 ， 我 们 用 溅 射 法 和 溶胶 凝 胶 法 制备 了 各 种 气 敏 传 感 
器 。 按 气 敏 种 类 可 分 为 乙醇 ， 氟 、NO2、 丙 酮 、 汽 油 、 甲 醛 等 气 
敏 传感器 。 但 由 于 选择 性 问题 ， 不 如 按 敏 感 膜 材料 类 分 类 ， 详 见 
下 文 。 

5.5.1.1 对 NH3 有 较 大 敏感 性 的 Sn0; 气 敏 薄膜 结构 分 析 


Sn0, 是 目前 应 用 最 广泛 的 一 种 气 敏 材料 ，Sn0, 的 物理 、 化 
学 稳定 性 好 ， 耐 腐蚀 性 强 ; Sn0: 气 敏 器 件 对 气体 检测 是 可 逆 的 ， 
吸附 、 脱 附 时 间 短 ， 可 连续 长 时 间 使 用 ; 电阻 随 浓度 的 变化 一 般 
是 抛物 线 变化 趋势 ， 非 常 适合 于 微量 低 浓度 气体 的 检测 ;可 靠 性 
较 高 ， 力 学 性 能 良好 。 但 单纯 的 Sn0, 气 敏 元 件 的 选择 性 很 差 ， 
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对 多 种 气体 比较 敏感 ， iq Io dn 近年 来 ， 为 了 
改善 气 敏 元 件 的 主要 特性 ， 
形成 了 一 系列 表面 修饰 技 
术 ， 包括 摊 杂 、 气 氛 处 理 和 
表面 催化 层 的 制作 等 关键 技 
术 。 本 节 以 Sn0, 为 基本 材 
ËL, 采用 摊 杂 重金 属 Pt 的 
方法 制备 出 薄膜 ， 对 不 同 的 - 
有 机 气体 ， 特 别 是 对 NH3 有 Z=[100] 
较 大 敏感 性 。 图 5 - 22 是 图 5 -22 Sn0, 的 晶体 结构 
Sn0; 的 晶体 结构 。 

实验 采用 直流 磁 控 反应 溅 射 制 膜 ， 设 备 是 北京 电子 专用 设备 
技术 服务 中 心 研制 的 JCK2500E 非 标 磁 控 溅 射 台 。 实 验 工艺 参数 
为 : 真空 度 为 3 x 10 3Pa, O,/Ar 为 1:4， 溅 射 总 气压 为 1. 6Pa， 
溅 射 靶 材 为 纯度 99. 9% 的 金属 锡 〈Sn) ， 并 在 锡 靶 上 舱 人 一 铂金 
片 。 靶 的 直径 为 15cm， 铀 金 片 的 直径 为 4cm， 靶 心 与 铂金 片 的 
圆心 距离 为 5cem， 靶 到 基 片 的 距离 为 10cm。 所 用 的 溅 射 气体 是 
浓度 为 99. 99% 的 氯气 ， 反 应 气体 为 氧气 ， 电 压 为 390V， 溅 射电 
流 为 0. 15A， 溅 射 薄膜 时 间 分 别 为 30min，45min，60min。 基 片 
为 Si (111) 和 Alz03 陶 资 片 。 样 品 溅 射 后 取出 ， 在 马 弗 炉 中 分 
别 进行 500%C 、700% 退火 ， 为 了 保证 退火 彻底 ， 加 热 时 间 均 为 
3h。 恒 温 结 束 后 ， 在 炉 中 放置 9h 以 上 ,让 其 自然 冷却 后 取出 。 
对 不 同 退 火 温度 处 理 后 的 各 摊 杂 样品 进行 气 敏 特性 测试 ， 并 对 沉 
积 在 Si (111) 基 片 上 的 掺 有 Pt 的 Sn0, 薄膜 进 行 对 比分 析 (未 
在 本 书 文中 示 出 ) 。 本 书 示 出 700% 退火 的 Sn0, 薄 膜 和 掺 杂 Pt 的 
Sn0: 薄膜 的 XRD， 如 图 5 -23 所 示 。 

由 图 5$ -23 中 可 以 看 出 : 700 蕊 退火 未 摊 杂 的 SnO, 薄膜 衍射 
图 中 最 高 衍射 峰 出 现在 29 = 26. 48" ， 该 处 为 Sn0> (110) 晶 向 的 
衍射 峰 ，26 =34. 4" 对 应 晶 面 为 Sn0; (101) ， 此 曲 向 占 优势 。 另 
外 还 有 两 个 相对 比较 小 的 衍射 峰 ， 其 中 20 = 38. 1" 对 应 晶 面 为 
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260/(°) 


图 5 -23 700°CjB 00 Sn0, 薄 膜 和 掺 杂 Pt 的 Sn0, 薄 膜 的 XRD 


Sn0, (200), 20 =53. 1" 对 应 晶 面 为 Sn0，(211)， 此 唱 向 占 优 
势 。 经 摊 杂 Pt 后， 衍射 图 有 一 定 变 化 ， 在 20 =43.4° 处 出 现 入 射 
峰 ， 对 于 比较 纯 的 Sn0, 薄 膜 ， 该 峰 应 属于 Sn0。(200) ， 偏 离 了 
一 些 标准 衍射 峰 位 置 ， 峰 位 向 低 角 方向 偏 黎 ， 在 29 = 60. 9" 处 出 
现 较 强 的 衍射 峰 ， 对 应 晶 面 为 (211) 唱 面 ， 同 样 峰 位 向 低 角 方 
向 偏 移 。 对 比 掺 杂 前 后 衍射 图 ， 摊 杂 的 Sn0, 薄膜 衍射 峰 峰 位 向 
低 角 方向 偏 移 ， 说 明 Pt 进入 了 Sn0> 晶 格 ， 引 起 晶 格 的 膨胀 ， 面 
间距 加 大 ， 且 掺 杂 后 半 峰 宽 有 增 大 的 趋势 。 根 据 Scherrer 公式 : 
D =KA/Becos6， 式 中 , D 为 晶 粒 大 小 ， 表 示 晶 粒 在 垂直 于 晶 面 方 
向 的 平均 厚度 ; À 为 X 射线 波长 ; 0 为 布 喇 格 衍射 角 ; p 为 衍射 
线 的 本 征 半 宽 度 。 可 以 看 出 : Pt 的 挫 人 抑制 了 颗粒 的 生长 速度 ， 
使 材料 粒 径 减 小 ， 有 利于 气 敏 特性 的 提高 。 

5.5.1.2 对 丙酮 等 有 机 蒸气 有 较 大 敏感 性 的 Zn0 气 敏 薄 
膜 结构 分 析 

Zn0 是 一 种 工 - VI 族 半导体 ,已 经 广泛 应 用 于 陶瓷 ， 催 化 剂 
和 透明 导电 薄膜 等 。 图 5 -24 示 出 Zn0 的 晶体 结构 。 

近 20 年 来 ，Zn0 薄膜 的 制备 受到 广泛 的 关注 。 首 先 ， 它 们 
有 较 高 的 禁 带 宽度 ; 其 次 ， 它 们 在 可 见 光 区 域内 有 较 大 的 透 光 
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图 5 -24 ZnO 的 晶体 结构 
@—Zn0; O 一 0 


率 ， 一 般 大 于 80% ; 最 后 ， 它 们 有 较 高 的 载 流 子 浓度 并 有 较 大 
的 电导 率 ， 对 于 Zn0 作为 透明 导电 薄膜 ， 可 以 应 用 于 太阳 能 电 
池 、 液 晶 显示 器 以 及 窗口 材料 。Zn0 有 许多 其 他 材料 所 没有 的 优 
点 ， 如 成 本 低 、 无 毒 副 作用 、 易 摊 杂 (如 可 掺 入 Al 等 降低 电阻 
率 ， 提 高 结晶 质量 等 ) 以 及 热 循 环 后 优良 的 稳定 性 等 。 另 外 ， 
Zn0 还 可 应 用 于 光 发 射 器 件 之 中 。 由 于 Zn0 的 禁 带 宽度 为 
3.2eV， 可 以 发 蓝光 或 紫外 光 ， 并 且 电 子 从 价 带 到 导 带 是 直接 牙 
迁 ， 其 发 光 效率 也 会 比较 高 。 同 时 C 轴 取 向 的 Zn0 的 压 电 性 能 
很 好 ， 而 被 广泛 应 用 于 表面 声波 器 件 之 中 ， 作 为 产生 和 检测 表面 
声波 的 材料 。 

Zn0 薄膜 以 其 性 能 多 样 、 应 用 广泛 和 价格 低廉 为 突出 优势 ， 
又 因 其 制备 方法 多 样 、 工 艺 相对 简单 、 易 于 摊 杂 改 性 、 与 硅 IC 
兼容 ， 有 利于 现代 器 件 集 成 化 ， 是 一 种 在 高 新 技术 领域 及 广阔 的 
民用 领域 极 具 发 展 潜力 的 薄膜 材料 。 目 前 作为 压 电 薄膜 已 在 压 电 
传感器 和 声 表面 波 器 件 领域 进入 实用 化 阶段 。 此 外 Zn0 是 一 种 重 
要 的 半导体 气 敏 材料 ， 早 在 20 世纪 60 年 代 就 已 研制 出 Zn0 薄膜 
气 敏 器 件 。 与 金属 氧化 物 气 敏 材料 的 另外 两 个 系列 Sn0 和 Fez 03 
相 比 ，Zn0 的 稳定 性 较 好 ,但 它 的 灵敏 度 偏 低 ， 工 作 温度 较 高 。 
因此 ， 对 Zn0 气 敏 材料 的 改进 主要 集中 在 提高 灵敏 度 、 改 善 选择 
性 、 降 低 功 耗 等 方面 。 现 已 报道 的 方法 有 贵金属 掺 杂 、 稀 土 元 素 
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摊 杂 以 及 氧化 物 复合 元 件 、 表 面 修饰 等 ， 都 取得 了 一 定 的 进展 。 
可 见 ，Zn0 薄膜 有 一 定 的 潜在 市 场 和 良好 的 产业 化 前 景 。 随 着 研 
究 工 作 的 不 断 深信 ，Za0 薄膜 的 技术 应 用 必 将 不 断 渗透 到 众多 领 
域 并 影响 社会 生产 和 人 们 的 生活 。 

磁 控 溅 射 法 具有 设备 简单 、 成 本 低 、 易 操作 和 沉积 时 衬 底 温 
度 低 、 薄 膜 的 附着 性 好 、 成 膜 速率 快 等 优点 ， 因 此 笔者 在 玻璃 、 
硅 和 陶瓷 片 等 衬 底 上 采用 直流 反应 磁 控 溅 射 和 射频 磁 控 溅 射 法 成 
功 制 备 出 了 Zn0 薄膜 。 经 过 一 定 温度 退火 后 ， 对 丙酮 的 选择 性 
好 、 灵 敏 度 高 ， 工 作 温度 也 较 文献 报道 的 低 。 为 了 提高 气 敏 元 件 
对 丙酮 的 灵敏 度 ， 实 验 中 对 Zn0 薄膜 进行 不 同 金属 氧化 物 TiO; 
SnO,. 、Al 03 或 Cu0 的 摊 杂 ， 其 中 摊 杂 TiO,. SnO, 可 提高 Zn0 
薄膜 传感器 对 丙酮 的 灵敏 度 ; 而 摊 杂 Al,.03、Cu0 则 降低 了 传 感 
器 对 丙酮 的 灵敏 度 。 笔 者 对 包括 酒精 、 汽 油 、 丙 酮 、 一 氧化 碳 、 
臭氧 、 甲 醇 、 甲 葵 有 机 蒸气 作 了 敏感 度 测试 。 发 现 溅 射 沉 积 经 特 
殊 处 理 的 Zn0 薄膜 仅 对 丙酮 有 良好 的 择优 敏感 性 。 

我 们 在 硅 〈111) 基 片 上 对 未 摊 杂 的 和 摊 杂 TiO, BJ Zn0 薄膜 
进行 了 XRD 分 析 ， 结 果 如 图 5 -25 所 示 ， 以 对 比 摊 杂 前 后 薄膜 
晶体 结构 变化 。 


1 1 
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5 -25 700 和 退火 纯 Zn0 薄膜 与 掺 杂 Ti0, 的 Zn0 薄膜 的 XRD 
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由 图 5 -25 可 以 看 出 : 700 人 未 摊 杂 的 Zn0 薄膜 衍射 图 中 出 
现 3 个 衍射 峰 ， 其 中 20 =28.4° (d = 3.1399) 处 为 硅 衬 底 
(111) 晶 向 的 衍射 峰 ， 除 硅 衬 底 衍 射 峰 外 还 有 两 个 峰 ， 其 中 20 = 
38.18。 对 应 晶 面 为 ZnO (101), 20 = 45.25° 对 应 晶 面 为 Zn0 
(102) ， 此 晶 向 占 优势 。 经 掺 杂 Ti0, 后 ， 衍 射 图 有 一 定 变化 ， 在 
29=34. 63° 处 出 现 强 的 入 射 峰 ， 与 纯 Zn0 薄膜 相 比 较 后 ， 可 知 
该 峰 应 属于 Zn0 (101), 但 偏离 标准 衍射 峰 位 置 较 大 ， 峰 位 向 
低 角 方 向 偏 移 ， 在 29 =43. 9 处 出 现 较 强 的 衍射 峰 ， 对 应 晶 面 为 
(102) 晶 面 ， 同 样 峰 位 向 低 角 方向 偏 移 。 对 比 掺 杂 前 后 衍射 图 ， 
摊 杂 的 Zn0 薄膜 衍射 峰 峰 位 向 低 角 方向 偏 移 ， 说 明 进入 了 
Zn0 晶 格 ， 引 起 晶 格 的 膨胀 ， 面 间距 加 大 。 挫 杂 后 半 峰 宽 有 增 大 
趋势 ， 根 据 Scherrer 公式 : 

D = KA/Bceos0 

式 中 , D 为 晶 粒 大 小 ， 表 示 蝇 粒 在 垂直 于 (hkl) 晶 面 方向 的 平 
均 厚度 ; À 为 X 射线 波长 ; 9 为 布 喇 格 衍射 角 ; B 为 衍射 线 的 本 
征 半 宽 度 ， 用 衍射 峰 极 大 值 1⁄2 处 的 宽度 表示 ， 单 位 为 rad, 

计算 得 纯 的 Zn0 粒 径 了 = 10nm， 而 掺 杂 后 Zn0 纳米 颗粒 粒 
径 不 到 8nm， 可 以 看 出 Ti 的 迭 入 抑制 了 纳米 颗粒 的 生长 速度 ， 
使 纳米 材料 粒 径 减 小 ， 有 利于 气 敏 特性 的 提高 。 


5.5.1.3 600Y% 退火 和 未 退火 Zn0 薄膜 XRD 的 比较 


实验 采用 北京 电子 专用 设备 技术 服务 中 心 研制 的 JCK -500E 
磁 控 溅 射 仪 制备 薄膜 。 工 艺 参数 为 : 真空 度 为 3 x 10 -Pa， 氧 分 
压 为 0.2Pa， 溅 射 总 气压 为 1. 2Pa。 驾 到 基 片 距离 为 7. Sem。 溅 
射电 压 为 390V， 溅 射电 流 为 0. 15A， 溅 射 时 间 为 30min。 基 片 为 
Si (111) 和 陶瓷 片 两 种 。 实验 气体 为 高 纯 的 氧气 和 氧气 ， mH 
为 纯度 为 99. 99% 的 金属 锌 。 

实验 中 将 Si 基 片 和 陶瓷 片 用 无 水 乙醇 清洗 表面 。 清 洗 后 的 
Si 基 片 和 陶瓷 片 放置 到 样品 盘 中 ， 放 人 入 溅 射 仪 的 样品 室 中 。 开 
机 械 泵 抽 真 空 室 至 粗 真空 ， 达 到 2 x 10 ?Pa 量程 后 ， 打 开 分 子 
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泵 ， 抽 高 真空 至 3 x 10 -5 Pa 后 ， 通 人 氨 气 ， 流 量 为 140cm3/s， 
开 溅 射电 源 ， 进 行 炼 靶 ， 出 现 亮 的 蓝 白色 辉 光 后 通 入 氧气 ， 并 调 
节 氧 气 与 氯气 流量 (cm3/s) 比 为: 20: 100。 溅 射 时 间 持 续 
30min， 制 备 出 Zn0 薄膜 。 

利用 天 津 试验 电炉 厂 生产 的 KSP - 80 - 18 型 马 弗 炉 对 溅 射 
的 样品 进行 退火 处 理 ， 退 火 温度 分 别 为 600. 、900Y 、1200% ， 
为 了 确保 退火 彻底 ， 恒 温 3h， 自 然 冷却 后 取出 。 

图 5 -26 为 Zn0 薄膜 ( 基 片 为 Si (111)) 在 不 同 的 退火 温 
度 下 的 XRD 图 。X 射线 衍射 试验 设备 为 荷兰 PAN - Alytical 公司 
的 XPert 型 X 射线 衍射 仪 ，Cu 靶 ， 偏 压 40kV。 I 

由 图 5 -25 可 以 看 出 : Zn0 薄膜 未 经 退火 的 时 候 ， 只 有 一 个 
衍射 峰 ， 其 位 置 为 28.4"。 经 过 600Y 退火 处 理 后 ， 又 出 现 了 两 
个 衍射 峰 ， 位 置 分 别 为 38.2° 和 45. 3°。 

根据 布 喇 格 公式 : 

2dsing =kA (k=0,1,2,3,..) 

可 以 算出 Zn0 的 晶体 结构 和 各 晶 面 及 其 面 间距 。 

经 过 计算 可 以 知道 ， 位 置 在 28.4° 的 衍射 峰 为 Si (111) 
的 衍射 峰 。 位 置 在 38.2°* 和 45. 30° 的 衍射 峰 分 别 为 Zn0 (101) 
和 Zn0 (102) 的 衍射 峰 。 这 说 明 在 未 退火 的 时 候 ，ZnO 薄膜 
为 不 定形 态 ， 当 进行 600% 退火 、3h 恒温 处 理 后 ，Zn0 薄膜 晶 
化 ， 主 要 出 现 两 个 日向 ， 分 别 为 (101) 和 (102) ， 相 比 这 两 
个 晶 向 ，(102) 晶 向 占 优势 。 我 们 从 薄膜 的 XRD 衍射 图 (图 
5 -26) 中 发 现 ，(101) 衍射 峰 不 是 很 平滑 ， 出 现 一 些 品 声 ， 
分 析 认 为 : 薄膜 生长 过 程 中 ， 薄 膜 内 部 存在 着 成 分 的 起 伏 ， 加 
上 空间 的 限制 ， 晶 粒 与 晶 粒 互相 挤 压 ， 致 使 晶 界 处 存在 着 较 大 
应 力 ， 并 且 存 在 大 量 的 位 错 、 断 键 等 缺陷 。 退 火 处 理 后 可 以 释 
放 内 应 力 ， 修 补 断 键 ， 弥 合 位 错 ， 使 偏离 平衡 位 置 的 Zn 原子 
能 够 获得 足够 的 能 量 扩散 到 晶 格 位 置 ， 使 晶 相 得 到 改善 。 根 据 
Scherrer 公式 : D = KA/Bcos86， 可 以 计算 出 600 Ç 退火 样品 的 平 
均 粒 径 为 38nm。 
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图 5 -26 Zn0 薄膜 不 同 退火 条 件 下 的 XRD 图 


5.5.1.4 溅 射 用 氧化 锌 网 次 苇 的 制备 工艺 与 XRD 分 析 


氧化 锌 陶瓷 靶 共 溅 射 仪 ， 用 于 制备 氧化 锌 压 电 薄膜 。Zn0 BJ 
瓷 靶 是 由 高 纯 Zn0 和 Li, CO; 粉末 经 混合 、 锻 压 、 烧 结 而 成 的 。 
实验 采用 纯度 为 99. 99% 的 Zn0 与 Li, CO, 按照 1% 的 摩尔 分 数 
(Zn0: Li,CO, =99: 1) 制备 的 Zn0 陶瓷 靶 。 首 先 根据 掺 杂 比 例 和 
靶 的 几何 尺寸 计 算出 所 需 药品 的 量 ， 并 用 分 析 天 平 称 出 相应 量 的 
Zn0 与 Li,C03 粉 末 ; 再 把 两 种 试 样 均匀 混合 并 放 入 研 钵 反复 研 
磨 至 粉末 大 小 均匀 ， 混 合 均匀 ; 对 混合 均匀 的 粉末 缓慢 加 压 
(30MPa) 制 成 直径 5cm、 厚 3mm 的 坯 片 ; 再 把 坯 片 烧结 成 型 即 
可 (烧结 温度 1250% 左右 ， 缓 慢 升 温 ，1250% 保温 150min, F 
炉 冷 却 ) 。 图 5 -27 是 Zn0 陶瓷 靶 的 XRD 谱 ， 由 图 可 知 Zn0 的 
(100). (002). (101). (102). (110). (200). (201) 等 多 
个 衍射 峰 均 出 现 ， 但 是 强度 不 同 ， 是 典型 的 多 晶 结 构 ， 这 是 由 
Zn0 陶瓷 靶 是 多 晶 粉 末 结 构 所 致 。 而 且 各 个 峰 位 相对 于 纯 氧化 锌 
标准 谱 峰 位 有 所 偏 移 ， 是 由 于 挫 和 人 1% (摩尔 分 数 ) 的 Li,CO, 
的 缘故 。 
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图 5 -27 Zn0 陶瓷 靶 的 XRD 


5.5.1.5 Ti0, 的 NO, 敏感 膜 制 备 与 XRD 特性 


TO 由 于 其 高 化 学 稳定 性 、 良 好 的 电 性 能 、 优 异 的 光学 性 能 
和 很 好 的 光 催化 性 能 在 陶瓷 材料 、 电 介质 材料 、 光 学 薄膜 材料 、 
光 催 化 剂 以 及 氧 敏 器 件 方面 有 着 越 来 越 广泛 的 应 用 。Ti0, 具 有 板 
铁 矿 、 锐 钛 矿 、 金 红 石 三 种 晶体 结构 。 在 一 定 的 温度 和 压力 下 可 
发 生 结构 的 转化 。 一 般 薄 膜 中 只 存在 锐 钛 矿 、 金 红 石 两 种 结构 。 
表 5 -3 示 出 Ti0; 的 三 种 晶体 结构 。 


表 5-3 TiO, 的 三 种 晶体 结构 


金红石 (Rutile) 
所 属 晶 系 四 方 晶 系 
0. 4593 


板 詹 矿 〈Brockite) 
正 交 晶 系 
0. 5456 


晶 格 参数 | b/nm 0. 9182 


0. 5143 


在 物质 文明 高 速 发 展 的 同时 ， 人 们 的 生活 水 平 也 日 益 提 高 ， 
与 此 同时 将 不 可 避免 地 带 来 对 生态 环境 的 破坏 。NO, 是 一 种 强 毒 
性 气体 ， 主 要 来 自 汽车 和 炼油 厂 燃 烧 产 生 的 废气 ， 是 引起 酸雨 、 
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光化学 烟雾 以 及 腐蚀 等 环境 问题 的 工业 污染 物 之 一 ; NO 气体 对 
呼吸 道 有 强烈 的 刺激 作用 ， 严 重 时 造成 肺 损害 甚至 肺 水 肿 。 随 着 
工业 的 高 速 发 展 ，NO, 气 体 的 工业 污染 问题 日 益 突出 ， 对 NO, 的 
监测 也 越 来 越 受 到 关注 。 

Ti0, 是 一 种 良好 的 对 NO, 敏 感 材 料 。 我 们 用 溶胶 - 凝 胶 法 制 
备 Ti0, 的 NO, 敏感 薄膜 ! 将 24mL 无 水 乙醇 置 于 烧杯 中 ， 并 加 入 
6mL Ti( 0C4sHo )4， 经 过 30min 的 搅拌 ， 得 到 均匀 透明 的 淡 黄 色 
溶液 A。 在 2mL 去 离子 水 中 滴 加 23 滴 浓 HNO; 配 成 的 溶液 ， 于 
搅拌 下 以 约 1 ~ 2 滴 /s 的 速率 缓慢 滴 加 到 A 溶液 中 ， 得 到 均匀 透 
明 的 淡 黄 色 溶液 ， 继 续 搅拌 15min， 放 置 陈 化 一 段 时 间 。 溶 液 慢 
慢 转 化 为 溶胶 ， 溶 胶 慢 慢 转 化 为 凝 胶 。 将 清洗 过 的 陶瓷 管 浸入 所 
配制 的 溶胶 中 ， 以 (1.5 ~2)mm/s 的 速度 向 上 缓慢 提出 液 面 ,这 
样 就 在 基 片 上 形成 一 层 溶 胶 膜 。 将 涂 膜 的 基 片 在 100Y 烘 干 
5min, 反复 5 次 ， 放 在 马 弗 炉 中 缓慢 加 热 到 不 同 的 退火 温度 ， 在 
稳定 的 退火 温度 下 热处理 2h。 可 以 在 陶瓷 管 上 得 到 一 定 厚 度 的 
退火 后 不 同 晶 型 的 Ti0; 薄 膜 。 

图 5 -28 分 别 示 出 500 、700% 、800% 900. 、1000% 退 
火 温度 下 的 Ti0, 的 XRD 图 像 。 其 中 标 A 的 是 锐 钒 矿 相 ，, 标 R 的 
是 金红石 相 。 锐 钛 矿 型 Ti0, 的 衍射 峰 为 25. 1* ， 金 红 石 型 的 本 射 
峰 为 27.4"。 从 图 5 -28 中 可 以 看 出 : 500. 700 hF Ti0, 以 锐 
铁 矿 相 为 主 ; 到 了 800Y 以 上 就 以 金红石 相 为 主 。 随 着 温度 的 降 
低 锐 钛 矿 相 越 来 越 明 显 ， 相 反 ， 随 着 温度 的 升 高 ， 金 红 石 相 越 来 
越 明 显 。 可 见 ， 退 火 温度 对 薄膜 结构 有 明显 影响 。 

我 们 测定 不 同 退 火 温度 的 TiO, 3 H xf NO, 气 体 的 灵敏 度 。 
发 现 500% 和 900% 退火 样品 有 高 的 灵敏 度 。700% 和 800Y 退火 
样品 的 灵敏 度 基本 上 差不多 ， 但 都 小 于 500Y 和 900% 退火 样品 
的 灵敏 度 。 而 1000 半 退火 样品 的 灵敏 度 小 于 500 色 和 900 退火 
样品 的 灵敏 度 。 这 说 明 薄 膜 对 NO, 的 气 敏 特性 与 不 同 退 火 温度 的 
Ti0; 唱 体 结构 有 关 。 所 以 我 们 选择 900% 退火 工艺 。 用 原子 力 显 
微 镜 分 析 (AFM) 分 析 (图 5 -29)， 发现 900% 退火 样品 表面 
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图 5 -28 Ti0, 样品 不 同 退火 温度 后 的 XRD 图 像 
比较 平整 。 这 就 解释 了 900 筷 退火 下 的 灵敏 度 高 的 原因 。 此 时 品 
粒度 也 不 高 (由 图 5 -29 可 以 看 出 ) ， 并 不 因 900 蕊 退火 而 粗 化 。 
蝇 粒 度 小 有 利于 气体 吸附 提高 灵敏 度 。 


图 5 -29 900YC 退 火 样品 的 原子 力 显 微 图 
5.5.1.6 TiO, 氧 敏感 膜 制备 与 XRD 特性 
最 早 的 氧 敏 传感器 是 Zr0; 电解质 氧 敏 传感器 ， 但 由 于 其 存 
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在 烧结 温度 高 、 结 构 复 杂 、 贵 金属 催化 剂 易 失效 、 需 要 参 比 气 体 
电极 以 及 价格 昂贵 等 缺点 ， 其 发 展 受 到 限制 。Ti0; 氧 敏 传感器 ， 
以 工作 温度 低 、 性 能 好 、 结 构 简 单 、 价 廉 、 易 集成 等 优点 ， 逐 渐 
占据 了 和 氧 敏 传感器 市 场 ， 成 为 人 们 研究 和 应 用 中 最 为 广泛 的 氧 敏 
材料 之 一 。 

金红石 结构 是 较为 理想 的 氧 敏 相 ， 不 但 具有 最 稳定 的 物理 化 
学 性 质 ， 而 且 在 其 晶 格 结构 中 氧 空位 的 迁移 率 较 高 。 目 前 Ti0， 
薄膜 氧 敏 传感器 工作 温度 范围 为 800 ~ 1000% ， 还 是 比较 高 。 我 
们 制备 的 Ti0, 薄 膜 氧 敏 传感器 工作 温度 可 降低 到 400 。 

利用 直流 磁 控 溅 射 在 Si (111) 和 Al,0; 基 片上 制备 TO, W 
膜 。Ar 作为 溅 射 气体 ，0, 为 反应 气体 ， 分 别 通过 质量 流量 控制 器 
进入 制备 室 中 。 溅 射电 压 为 470V， 电 流 为 0.3A， 氧 分 压 为 
0.23Pa， 总 气压 为 1.6Pa， 基 片 温度 为 1530Y 。 在 此 条 件 下,， 溅 射 
130min。 实 验 时 本 底 真空 为 2. 0 x10“，Pa， 基 片 与 地 间距 为 9cm。 

样品 溅 射 后 立即 在 马 弗 炉 中 加 热 温度 分 别 为 300% ，500% ， 
700% ，900Y ，1100Y ， 为 了 保证 退火 彻底 ， 加 热 时 间 均 为 3h。 
恒温 结束 后 ， 在 炉 中 放置 9h 以上， 自然 冷却 后 取出 。 

对 Si(111) 基 片 Ti0; 薄 膜 样品 进行 了 XRD 分析， 如 图 5 -30 
所 示 。 未 退火 Ti0, 薄膜 呈现 无 定形 结构 (无 明显 衍射 峰 出 现 )， 
相近 的 实验 结果 在 文献 中 也 有 报道 ， 但 与 文献 不 一 致 。 文 献 的 样 
品 未 退火 时 为 金红石 与 锐 铁 矿 的 混 晶 ， 这 主要 是 由 于 它们 的 基 片 
加 热 温 度 (600) 很 高 。 经 过 300Y 退火 后 ，Ti0; 薄膜 转变 为 
锐 钛 矿 结构 (图 5 -30 中 A)， 出 现 A (101)、A (004), A 
(105) 晶 向 的 衍射 峰 。 经 过 500 退火 处 理 ， 仍 呈现 锐 钛 矿 结 
J, 晶体 结构 未 发 生根 本 性 变化 , 但 晶体 取向 更 倾向 于 A 
(004) 晶 向 ， 即 其 衍射 峰 更 强 。 经 过 700 乞 退 火 处 理 ， 薄 膜 中 出 
现 了 金红石 结构 (图 5 -30 B R) R (110) 峰 ， 金红石 结构 
和 锐 钛 矿 结构 并 存 。 经 过 900 气 退火 处 理 ， 薄 膜 结 构 未 发 生 明 
显 变 化 , 但 出 现 了 R (310) 峰 ， 表 明 金 红 石 结构 Ti0, 成 分 有 
所 增加 。 经 过 1100 气 退火 处 理 ， 薄 膜 完全 转化 为 金红石 结构 ， 
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最 强 衔 射 峰 为 R〈110) ， 同 时 晶体 中 也 出 现 了 B (200). B 
(210) 和 R (220) 峰 ， 这 与 文献 报道 不 一 致 ， 他 们 在 实验 中 
发 现 经 过 900% 退 火 处 理 后 薄膜 就 完全 转化 为 金红石 结构 ， 这 
可 能 是 由 于 此 文献 的 制 膜 方法 采用 的 是 中 频 交流 磁 控 溅 射 ， 另 
外 氧 分 压 、 溅 射电 压 和 电流 等 也 与 本 实验 不 相同 。XRD 图 中 也 
出 现 硅 基 片 Si (111) 峰 。 金 红 石 结构 是 较为 理想 的 氧 敏 相 ， 因 
此 选取 经 过 1100 扩 退火 的 Al,0; 陶 瓷 基 片 薄膜 样品 进行 氧 敏 特 性 
测试 。 测 定 了 样品 的 电阻 值 与 工作 温度 的 关系 ， 如 图 5 -31 所 示 。 


强度 /au. 


20 30 40 50 60 70 


182 u 
176 
š 
170 ° 
° 
164 1 1 上 L 
1.15X10-3 1.25x103 ”135X103 1.45X103 
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图 5 -31 lnR -IT 曲线 
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由 图 5 -31 计算 得 : 激活 能 已 =0.4leV。 工 作 温度 低 ， 电 阻 高 ， 
应 选取 400 作为 工作 湿度。 但 300Y 以 下 ， 电 阻 过 高 ， 不 易 
测 准 。 


5. 5. 2 ”Al 诱导 纳米 多 晶 硅 - 氨 化 铝 隔膜 薄膜 XRD 分 析 


目前 普通 扩散 硅 压 力 传感器 基本 上 都 采用 [001] 硅 单 
晶 做 弹性 体 ， 用 各 向 异性 腐蚀 法 制备 硅 杯 。 其 优点 在 于 硅 
的 机 械 强度 高 ， 弹 性 好 ， 机 械 滞后 小 ， 制 备 方法 简单 。 普 
通 扩散 硅 压 力 传感器 中 弹性 膜 面 上 的 P 型 力 敏 电阻 条 利用 
硼 扩 散 法 依靠 p -n 结 隔离 形成 。 利 用 p - n 结 隔离 的 力 敏 
电阻 主要 缺点 是 : (1) 电阻 的 电 非 线 性 造成 零点 的 电 漂移 ; 
(2) 这 种 传感器 只 能 适用 于 120% 以 下 。 温 度 升 高 ， 反 相 
漏电 便 明显 增加 ， 超 过 150 所 后 p -nm 结 隔离 便 失 效 。 因 此 
要 提高 压力 传感器 高 温 性 能 的 最 佳 途径 是 废除 p -n 结 。 近 
年 来 多 晶 硅 - 蓝宝石 高 温 压力 传 感 就 采用 多 晶 硅 做 力 敏 电 
阻 ， 用 蓝宝石 陶瓷 材料 做 弹性 体 。 因 为 无 p-n 结 ， 所 以 热 
漂移 和 电 漂移 小 ， 工 作 温 度 可 高 达 300% 。 但 是 用 陶瓷 片 作 
弹性 体 时 机 械 滞后 大 ， 制 作 工 艺 难度 大 ， 且 与 硅 热 匹配 差 ， 
拟 设法 改进 。 

用 硅 单 晶 做 弹性 体 ， 这 比 陶瓷 材质 弹性 好 ， 机 械 滞后 小 ， 制 
造 工艺 简单 。 又 用 与 硅 的 热膨胀 系数 极为 接近 的 氮 化 铝 将 力 敏 电 
阻 与 硅 单 晶 弹性 体 绝缘 隔离 ， 因 为 无 p - n 结 ， 可 供 制造 高 温 力 
学 量 传感器 。 其 中 力 敏 电阻 由 多 晶 硅 层 光 刻 后 制 成 。 这 要 求 先 用 
泪 射 法 得 到 非 晶 硅 层 ， 再 采用 Al 诱导 的 方法 进行 600% 退火 ， 
使 非 晶 硅 转 化 成 纳米 多 晶 硅 。 图 5 -32 示 出 不 镀 铝 基底 上 的 非 晶 
硅 薄膜 600% 退火 的 XRD 谱 ， 不 出 现 硅 (111) 谱 峰 。 图 5 -33 
示 出 镀 铝 基底 上 的 非 晶 硅 薄膜 退火 600Y 的 XRD 谱 ， 出 现 硅 
(111) 谱 峰 ， 说 明了 Al 的 诱导 作用 。 用 溅 射 法 制备 非 晶 硅 的 方 
法 成 本 低 ， 工 艺 简 单 。 表 5 - 4 示 出 硅 、 铝 晶体 不 同 晶 向 的 衍 
射 角 。 
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5 -32 不 镀 铝 基底 上 的 非 晶 硅 薄膜 600 习 退火 的 XRD 谱 
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图 5 -33 铝 诱导 非 唱 硅 600 世 退火 后 X 射线 衍射 谱 
表 5 -4 硅 、 铝 晶体 不 同 晶 向 的 衍射 角 
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续 表 5 -4 


26( 计 算 值 ) | 26( 标 准 谱 ) | 26( 样 品 谱 》 
Z(°) | /A(°) 


ji( 晶 向 ) 


| 2.258 x 10 1 111 ` | 28.4 28.5 
[1.3817x10- 220 47.4 47.4 
Si 1.1785 xl10-10| 311 56.0 56.0 


68.9 
76.4 


0.9758 x10 `! 400 
0. 8714 x10-" 420 


AIN 属 六 方 纤 锌 矿 结 构 ， 具 有 宽 的 带 院 ， 高 的 电阻 率 ， 高 的 
抗击 穿 电压 〈105V/em) ,高 硬度 (HV1500) ， 高 的 声波 传播 速 
度 ， 低 的 损耗 ， 可 用 作 绝 缘 隔 离 膜 ， 又 具有 高 热 导 率 、 高 化 学 稳 
定性 ， 对 于 压力 传感器 的 电 桥 散 热 特 别 有 利 ， 可 解决 压力 传感器 
启动 时 的 零点 时 漂 。 在 硅 单 唱片 上 溅 射出 AIN 膜 。 用 氨 化 铝 做 绝 
缘 隔 膜 时 ， 由 于 AIN 的 线 膨 胀 系数 (2.58 x 10-5/C) 比 Al 03 
(5.6 x 10-$/C)., SiO, (0.5 x 10-/C) 更 接近 于 硅 (2.6 x 
10-6/%C) (Al,O, >> AIN=Si >> Si0,) ， 热 应 力 更 小 ， 更 有 利于 提 
高 传感器 的 性 能 。 

利用 直流 磁 控 溅 射 仪 在 市 售 的 〈001) 硅 单 晶 圆 片上 反应 溅 
射 气 化 铝 薄 膜 。 革 为 纯 铝 (99. 9% ) 材质 。 硅 单 晶 基底 圆 片 为 n 
型 或 p 型 ， 摊 杂 浓 度 或 电阻 率 以 适合 各 向 异性 腐蚀 为 宜 ， 一 般 n 
型 选择 几 个 欧姆 . 厘米 以 下 ，p 型 选择 几 个 欧姆 . 厘米 以 上 。 溅 
射 时 ， 反 应 室 通信 氨 气 和 氮气 (体积 比 为 4:1， 总 压强 为 4 x 
10- "Pa， 由 气体 流量 控制 器 控制 ) 。 氨 为 溅 射 气体 ， 氨 为 反应 气 
体 。 溅 射 时 应 加 热 基 板 150 包 以 上 (在 热 的 硅 单 晶 圆 片上 成 膜 有 
利于 提高 氮 化 铝 薄膜 的 附着 力 ) 。 溅 射 时 避免 过 高 的 溅 射电 压 和 
溅 射电 流 。 计 与 基 片 之 间 发 生 放 电 ， 使 氮 化 铝 击 穿 而 致 漏电 。 

首先 在 硅 单 晶 圆 片上 沉积 氮 化 铝 膜 ( 厚 约 0.5pym) 后 ,将 
其 放 人 退火 炉 ， 加 热 到 700Y ,保温 lh 后 缓 冷 。 图 5 - 34 所 示 
为 经 过 700 避 热处理 后 ， 硅 衬 底 上 的 AIN 膜 的 XRD 谱 。 除 了 20 = 
28.4°, d=3.142 x10-10nm 的 硅 (111) 峰 外 ， 还 出 现 29 =31.5°, 
d=2.7x1l0-lnm 的 AIN 的 (0110) 峰 。 
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图 5 -34 硅 上 氮 化 铝 膜 700Y 退火 后 X 射线 衍射 谱 


然后 ， 在 上 述 溅 射 氮 化 铝 薄 膜 的 硅 单 晶 圆 片 上 再 溅 射 一 层 铝 
膜 ( 厚 约 0.1pm) ， 溅 射 时 关闭 氮气 ， 只 通 人 氯气 。 在 上 述 溅 射 
有 铅 膜 和 氨 化 铝 膜 的 硅 单 晶 圆 片 上 再 溅 射 一 层 非 晶 硅 〈1lhm) ， 
非 晶 硅 溅 射 所 用 的 靶 材 为 p 型 硅 ， 其 电阻 率 为 0.70. cm， 溅 射 
时 关闭 氮气 ， 只 通 人 人 氨 气 。 然 后 送 退火 炉 在 600 习 保温 lh， 在 铝 
诱导 下 ,使 非 晶 硅 唱 化 ， 同 时 使 硼 原 子 恢复 电 活性 。 图 5 - 33 所 
示 为 铝 诱导 非 晶 硅 600 退火 后 样品 的 X 射线 入 射 谱 。26 = 
28. 4" 处 出 现 硅 〈111) 的 尖锐 衍射 峰 ， 说 明 晶 化 成 功 。 证 明 溅 
射 的 非 晶 硅 可 以 在 退火 的 条 件 下 依靠 铝 诱导 法 转化 为 纳米 晶 硅 。 
最 终 可 制 得 无 p — n 结 高 温 力学 量 传感器 ， 可 在 300 习 以 下 使 用 。 
通过 X 射线 衍射 谱 可 以 分 析 非 晶 态 薄膜 的 固 相 晶 化 过 程 。 


5.5.3 小 结 


通过 测定 和 分 析 多 种 传感器 纳米 薄膜 的 XRD 谱 ， 观 察 到 材 
料及 其 制备 方法 ， 摊 杂种 类 、 比 例 ， 退 火 温度 对 XRD 谱 的 影响 ， 
具体 如 下 : 

(1) 所 测 材料 的 XRD 谱 基 本 上 与 标准 图 谱 一 致 。 特 别 是 厚 
层 样品 出 现 较 丰 富 的 谱 线 ; 而 薄膜 样品 只 出 现 低 指数 面 峰 线 或 少 
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量 较 高 指数 面 峰 线 。 

(2) 用 溅 射 法 制备 薄膜 只 得 到 非 晶 态 ，XRD 谱 中 都 不 出 现 
衍射 峰 线 。 经 退火 可 不 同 程度 转变 成 纳米 晶 粒 。 退 火 温度 越 高 ， 
转变 越 彻 底 ， 但 会 使 晶 粒 粗 化 。 利 用 Scherrer 公式 可 估计 粒 径 。 

(3) 摊 杂 可 改变 晶体 结构 ， 主 要 是 面 间距 的 变化 ， 相 应 峰 
线 向 左 移 则 增加 ， 右 移 则 减 小 ， 从 而 判断 杂质 是 否 进入 晶 格 中 。 
挨 杂 也 可 改变 唱 粒度 ， 影 响 气 敏 灵敏 度 。 

(4) 当 材料 (如 TiO,) 在 不 同 温度 下 有 不 同 晶 型 时 ， 经 不 
同 温度 退火 ， 可 从 非 晶 态 向 不 同 晶 型 转变 。 这 取决 于 相 变 自由 
能 。 也 可 出 现 多 相 并 存 的 情况 ， 与 选择 的 退火 温度 及 挨 杂 有 关 。 
从 所 测 XRD 与 标准 图 谱 或 他 人 所 得 图 谱 比较 ， 很 容易 作出 判断 。 
究竟 选择 哪个 相 ， 视 气 敏 灵 敏 度 及 其 稳定 性 而 定 。 

(5) 从 非 晶 态 向 纳米 晶 型 转变 时 不 仅仅 取决 于 退火 温度 ， 还 取 
决 于 诱导 物质 (如 Al 对 非 晶 硅 ) ， 这 时 可 大 大 降低 退火 温度 。 依 靠 
XRD 谱 中 的 相应 晶 相 的 低 指数 面 谱 线 的 出 现 来 选择 退火 温度 。 

我 们 利用 XRD 分 析 多 种 纳米 薄膜 ， 制 备 出 NH.. NO,. Wi 
酮 、 有 机 蒸气 、0; 气 敏 、 压 电 加 速度 、 力 学 量 传感器 ,制备 出 
多 种 传感器 。 这 与 XRD 分 析 所 得 结果 的 指导 密切 有 关 。 


5.6 用 和 射线 测 定 多 晶体 中 的 各 向 异性 正 应 变 
5.6.1 引言 


众所周知 ， 晶 体 具 有 各 向 异性 。 不 同方 向 原子 密度 不 一 样 。 
化 学 反应 时 ， 反 应 速率 各 向 异性 。 在 凹 角 腐 蚀 时 ， 原 子 面 密度 大 
的 低 指数 面 被 显露 出 来 。 但 面 心 立方 晶体 由 于 其 对 称 性 高 ， 通 常 
按 各 向 同性 进行 应 力 应 变 分 析 。 对 于 金属 材料 来 说 ， 更 由 于 它 是 
多 晶体 ， 各 向 异性 因 积分 平均 效应 而 被 模糊 。 当 前 ， 纳 米 技术 的 
兴起 以 及 MEMS 技术 的 应 用 ， 各 向 异性 问题 受到 充分 重视 。 因 
为 纳米 颗粒 或 MEMS 元 件 已 不 是 多 晶体 而 是 单 晶体 。 各 向 异性 
效应 不 会 因 积分 而 被 模糊 化 。 用 各 向 同性 有 限 元 计算 不 符合 实 
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际 。 证 实 面 心 立方 晶体 各 向 异性 应 变 的 最 好 的 方法 是 利用 X 射 
线 衍射 实验 。X 射线 衍射 早已 应 用 于 应 力 与 应 变 的 测量 。 根 据 测 
定 的 和 射线 衍射 角 可 计算 出 衍射 面 的 面 间距 : 


d=A/2sing 
比较 有 无 应 变 时 的 面 间距 ， 可 得 到 应 变 : 
Ad sing 
Epxl el C Sin(0-A0) 或 ez == ctan0A0 


mF, weas Ad. A0 22 (hk) 衍射 面 的 应 变 、 有 无 应 变 时 
的 面 间距 变化 和 X 射线 入射 角 的 变化 。 在 相同 的 单 轴 应 力 下 ， 
如 果 不 同 的 《hkl) 衍射 面 测 得 的 应 变 不 同 ， 则 说 明 应 变 具 有 各 
向 异性 。 因 此 应 在 单 轴 应 力 下 ， 进 行 X 射线 衍射 测量 。 


5. 6.2 在 单 轴 应 力 下 ， 进 行 X 射线 衍射 实验 测量 
5.6.2.1 单 轴 应 力 的 实现 


铝 是 面 心 立方 品格 。 通 常 金属 铝 棒 是 铝 合金 多 晶体 。 我 们 把 
它 制 成 一 圆 环 ， 如 图 5 -35 所 示 。 由 4. 4 节 可 知 ， 当 圆 环 方位 角 


和 EE 力 


图 5 -35 馈 环 X 射线 衍射 布置 及 坐标 
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中 =0° 时 ， 切 应 力 xiz =0。 当 r=R(a=1) 时 ， 在 外 壁 上 径 向 应 
力 ow =0 (满足 边界 法 向 应 力 为 零 ) 。 因 此 ， 当 由 =0? 时 ， 只 存 
在 周 向 应 力 oa (0°) = ou 〈 设 周 向 为 单 轴 向 ) 。 这 时 就 满足 单 轴 
应 力 条 件 。 另 外 ， 在 奇 点 ($=50°) 处 ， 无 应 力 和 应 变 。 在 此 
两 点 进行 X 射线 衍射 实验 测量 ， 如 图 5 - 36 所 示 的 X 射线 谱 。 
此 两 点 分 别 在 圆 环 的 膨胀 区 (ó =0°) 和 压缩 区 与 膨胀 区 的 交界 
(4=50°) 外 壁 附近 ， 如 图 5 -37 所 示 ， 图 中 箭头 代表 单 轴 应 力 
方向 。 


50 60 70 80 90 
20/(°) 
图 5 -36 铝 环 上 方位 角 更 分 别 为 0"( 曲 线 1) 和 


50°( 曲线 2) 时 测 得 的 X 射线 衍射 强度 与 29 的 关系 


de 
10 20 30 40 


图 5 -37 作为 单 轴 正 应 力 的 周 向 应 力 沿 圆 环 外 壁 的 分 布 
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5.6.2.2 X 射 线 衍 射 实验 


对 于 多 晶体 来 说 ， 不 同 晶 粒 有 不 同 取向 。 但 某 一 区 中 ， 在 外 
壁 附近 的 若干 邻近 的 晶 粒 总 有 一 些 它们 的 [200]. [220]. [111]. 
[311] 相互 平行 ， 且 与 周 向 单 轴 平 行 ， 如 图 5 -38 所 示 。 又 使 X 
射线 的 人 射 面 与 单 轴 平 行 ， 当 人 射 角 0 满足 衍射 条 件 时 ， 相 应 晶 
面 便 发 生 衍射 。 


图 5 -38 若干 邻近 的 唱 粒 ， 其 [bhai], [hakzls]， 
[hsk343 ] 同时 平行 单 轴 正 应 力 [oa] 


测 得 入 射 角 6， 便 可 利用 布 喇 格 公式 计算 出 面 间距 及 其 变化 。 
图 5 -36 示 出 圆 环 方位 角 @ 为 0" 和 50" 时 衍射 强度 与 20 的 关系 。 
表 5 -5 中 示 出 [200], [220], [111], [311] 的 结果 。 由 表 
5 -5 可 看 出 ， 不 同 晶 向 正 应 变 是 各 向 异性 的 ， 在 0. 0286，0. 0242， 
0.0113，0. 0070 之 间 。 面 间距 大 者 ， 应 变 大 ， 刚 度 小 ， 但 两 者 也 
不 是 严格 成 正比 的 ， 随 日 向 还 有 细微 的 差别 。6. 2 节 对 这 一 结果 作 
-详细 机 理 分 析 ， 并 着 重 于 后 者 细微 的 差别 的 解释 。 这 在 于 几何 
原因 , 因 [hi] 与 [110] 之 间 有 不 同 的 夹 角 。 
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表 5 -5 铝 环 不 同方 位 角 四 上 受 应 变 衍射 角 的 变化 与 正 应 变 计算 结果 
1/eo 以 
铝 环 两 个 方 晶 格 面 | 铝 环 零度 
曲面 | 位 上 测 得 的 | BPD a ee) = | 间距 差 值 | 方位 上 应 | 实验 应 
计算 值 /m 力 为 单 
(hkl) 26/(°) bo -go。| Ado。 wx。 | 变 值 so 
° ° 下 ° ° Zm |(es0 =0) 位 的 
50 0 50 0 刚度 
2. 3088 x > Óx | 0.0661 x 
111 |38.979 |38. 415 - 0.282 0.0286 35.0 
10-0 10-10 10-0 
= 
0. 0484 x 
io-m | -0281 | 10-w | 9022 | 4.3 
0.0137 x 
-0.261 0.0113 88.5 
10-10 
0.0083 x| 上 
311 -0. 1785 0. 0070 
10-10 
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如 5.6 节 所 揭示 的 ， 晶体 具有 各 向 异性 的 应 变 。 其 机 理 和 计 
算是 本 章 所 要 重点 讨论 的 。 阅 读本 章 需 承接 5.6 节 ， 因 为 该 节 与 


X 射线 入 射 有 关 ， 所 以 将 它 放 在 第 5 章 。 


6.1 各 向 同性 情况 下 的 应 变 的 坐标 变换 


为 了 了 解 各 向 异性 应 变 的 坐标 变换 的 特点 ， 先 讨论 各 向 同性 
情况 下 的 应 变 的 坐标 变换 。 对 于 多 晶 材 料 ， 各 向 异性 应 变 被 埋没 
掉 了 ， 因 此 多 晶 材 料 通常 看 成 是 各 向 同性 材料 。 在 各 向 同性 情况 
下 ， 设 有 相互 垂直 的 *1 ， 刀 ，5 坐标 系 ， 相 应 正 应 力 、 正 应 变 


的 胡 克 定律 为 : 


1 


a= M as I 
[s =|s mms ms |= 


ts 


mls mm mls mI |< 


ms ms 四 | 一 四 | we 


(6-1) 


现在 我 们 来 证 明 ， 刚 度 矩 阵 是 常数 ， 与 任何 方向 无 关 。 设 对 
于 任意 相互 垂直 的 x;，%; ，xi 坐标 系 ， 相 应 的 胡 克 定律 为 : 


:J -1 


A 
Ex 


ik 
; 
> 


jk 


L 


y 


(6-2) 
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这 时 要 证 明 Ej =E 和 vw =>， 刚 度 矩阵 才 是 常数 。 
又 
Oi TaT ToT Ta7aTou 


oj;|=| TT ToTo TaTs | > (6-3) 
2 TaTa ToT TeTeajlos 


其 中 [7] E zi, x;, Xk 坐标 系 与 zx x>, zs 坐标 系 的 坐标 变换 
矩阵。 由 式 6 -1、 式 6 -3 进一步 得 到 : 


l v > 
Gi TaTun ToT, TaTs BEE en 
gj |= Ta Ta ToT» TaTs 去 £ ez | (6-4) 
Ok TaTa TeT TaTe y vy 1 233 

E E E 


考虑 到 正 应 力 与 正 应 变 的 坐标 变换 矩阵 是 一 样 的 ,于 是 由 式 
6 -4 得到; 


l v > 
Gi TT Tol; Ta7a P: Ek 
gjj |= Tn T. TT TsTs É + É 
Okk Tal ToT Tola , v 1 
E E E 
TaThn To7i TsTə] Te 
Tafa TaTy TsTs B (6-5) 
TaTs Te73 TeTe Ekk 
由 式 6 -2 和 式 6 -5 右 端 相 等 ， 可 得 : 
1 rv rv] 1 > v1 
k. Éa € Tia ToTp TaTs EEE 
E, = Pa % |= DT Tl Tos | £ + 7 
> ” 1 °= Tala Tole TeTs > > 1 
z E E E 
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TaTa TT; TsTs] fe 
kb Ta ToTo Ta Ta 6; 


Tal ToTo TiaTis ° 
(6-6) 
ei TT ToT TaTa] ! 
将 右 端 | e; | 前 的 项 | T.T, ToTo Ta7a | 8526826 -6 BJ 
° TaTa ToT TofTo 


左 端 ， 因 为 [7] 是 一 个 正 交 和 矩阵， 可 得 : 


L pu BT 
TT Tol, TaTs Fa 
TT T,T, TT — Z 
f Tole Telo a Ni 
Ea Ea Ea 

1 > v1] 
Ta T. To T Ts Ts Ë E E 
| nT Tola |: >= + 
Tal ToeTo ToTa] |, , 1 
E FE E 


可 以 看 出 ， 仅 当 Es =E 和 vw =v 时， 这 一 等 式 成 立 。 因 此 ， 
已 和 > 是 各 向 同性 的 ， 刚 度 矩 阵 是 常数 矩阵 。 胡 克 定 律 对 任何 六 
j, 天 坐标 系 始终 成 立 。 若 ci =ou =0， 那 么 对 任何 方向 i 的 应 变 
ez =G ZE 2.1 节 中 已 说 明 ， 当 ou 在 2 方向 上 拉 伸 eli ， 同 时 
E x> 和 % 方向 上 收缩 ez 和 es ， 尽 可 能 保持 材料 的 密度 不 变 。 
所 以 ，z= -0.32， 与 方向 无 关 。 也 就 是 说 ， 任 意 某 一 方向 拉 伸 ， 
必然 在 其 两 个 横向 发 生 收 缩 。E 和 vw 是 相互 相 存 、 不 随 方向 而 变 
化 的 互 存 关 系 。 

对 各 向 同性 的 多 晶 铝 ， 其 刚度 E 和 泊 松 比 v 分 别 为 (68 ~ 
70) x 10 ”Pa 和 - 0.32。 可 以 看 出 ， 当 单 轴 应 力 下 ,， 若 oa = 
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6.67MPa H. oj = ou = 0 作为 一 个 例子 载荷 ， 那 么 ej = os/E = 
9.16 x10-5。 多 晶 中 的 应 变 如 此 之 小 ， 要 远 远 小 于 在 同样 单 轴 
应 力 ea 下 ， 单 晶 中 不 同日 向 的 各 向 异性 应 变 6; = 0.0286 - 
0.0070, 5. 6 节 已 用 XRD 实验 证 明了 该 数据 。6. 2 节 将 给 予 详细 
的 机 理解 释 。 


6.2 各 向 异性 情况 下 的 应 变 机 理 分 析 


面 心 立方 晶 格 的 塑性 形变 与 滑 移 系 有 关 。 滑 移 系 由 滑 移 面 
{111} 和 滑 移 方向 < 110 > 所 组 成 。 弹 性 形变 与 原子 密 排 方向 
<110 > 键 的 伸 长 和 键 角 变 化 有 关 。 图 6 - 1 示 出 面 心 晶 格 中 的 
24 键 和 (002), (111), (220), (311) 之 间 的 关系 。 相 应 品 面 
的 弹性 拉 伸 形变 仅 与 该 面 的 悬挂 键 有 关 ， 与 其 他 键 无 关 。 有 关键 
可 以 分 为 两 类 : (1) 单 键 。 如 (111), (220), (311) 所 挂 的 
键 ， 这 时 平均 每 一 面 上 的 一 个 原子 挂 有 一 个 键 ; (2) 双 键 。 如 
(200) 所 挂 的 键 。 此 时 一 个 原子 挂 两 个 键 。 我 们 把 顶点 原子 记 


(220) (311) 
图 6-1 晶 面 | zx 和 其 相关 暴 挂 原子 密 排 方 向 《110〉 上 的 原子 键 关系 
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为 A， 而 把 另 一 端面 心 原子 记 为 B。 顶 点 原子 A 有 12 个 键 ， 四 
面 八方 分 布 。 对 顶点 原子 A 上 的 每 一 键 来 说 ， 有 很 高 的 对 称 性 ， 
引起 键 角 变化 的 刚度 也 是 对 称 的 ， 不具 方 向 性 。 对 B 原子 上 的 
每 一 键 来 说 ， 晶 面 的 伸缩 将 引起 AB 键 伸缩 ，B 原子 移动 以 及 
AB 键 键 角 变 化 。A 原子 上 键 多 ， 移 动 难 ， 就 将 所 在 晶 面 看 成 固 
定 。 


6.21 晶 面 膨胀 和 键 变形 的 关系 


图 6 -2 示 出 单 键 情 况 下 (hkl) 最 面 膨胀 和 键 变 形 的 几何 关 
系 。 这 里 和 图 6 -1 不 一 样 ， 只 考虑 半 个 切 头 梯形 。 它 由 [hkl] 
晶 向 和 键 所 组 成 ， 键 角 的 变化 是 各 向 同性 的 。 由 图 6 -2 可 导出 
以 下 关系 : 


Ad _Alcosb _ 160. | gl1= Al 
d d d l 


式 中 ，4 和 1 分 别 是 (hkl) 晶 面 的 面 间距 和 键 长 ; 9 为 所 考虑 的 

键 与 [hkl] 晶 向 的 夹 角 ; 顺 时 针 8>0， 逆 时 针 8 <0。 于 是 有 ， 
ell =e11 —- ex tanl0l (6-8) 

该 式 由 应 变 几何 建立 了 键 向 应 变 与 晶 向 应 变 间 关系 ， 联 合式 


6 -9、 式 6 -10， 由 键 向 应 变 便 可 确定 品 向 应 变 。 其 中 ai = Ad, 


—ë@tan| 0! (6-7) 


h =, 2, = 名 = 的 分 别 是 曲面 纵向 和 沿 键 纵向 及 键 角 应 


变 。 当 89 >0 (对 右 半 个 切 头 梯形 来 说 ， 顺 时 针 ) ，e2 >0。 如 
图 6-2 所 示 , 对 [111], [220] 来 说 ，9<0〈 逆 时 针 ) 又 80 > 
0,， 有 en >el1。 相 反 , 对 [311] 来 说 ， 则 8>0( 顺 时 针 ) 又 
50>0， 有 el1 <e11。 这 完全 取决 于 键 AB 日 向 (A 在 顶点 ) 与 
[hkl] 晶 向 的 关系 。 设 


o = 站 fo = 六 oo (6-9) 
式 中 ,Ey ,EE ,分 别 是 平行 和 垂直 键 向 <110 > 固体 的 刚度 ， 具 
有 各 向 同性 。 因为 eu 仅仅 是 由 oll 造 成 的 ， e1 和 e2 是 随 el 一 起 
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拉动 下 形成 的 ， 因 此 ef 和 2 只 与 ci 有 关 ， 是 它 的 应 力 分 量 。 
: 故 : 

Ghi = cos2goil ，o2 = sin2gol (6-10) 
上 式 分 别 是 平行 和 垂直 键 向 的 应 力 ， 只 与 c 有 关 。 于 是 ， 由 式 
6-8~ 式 6-10 可 得 


ell = [zs Z anl 0l sin ?6jm 
(6-11) 
= [eos 9-2 anl Olsin eo = 


式 中 与 -cos6 有 关 项 是 o11 引 起 键 拉 伸 的 方向 因子 项 ， 第 二 项 


是 o11 引 起 键 角 变化 项 。 假设 EE，= 100E%y ,利用 式 6 - 11 计算 
(111), (220), (311) 唱 面 的 正 应 变 ， 则 与 5. 6 节 X 射线 衍射 
实验 结果 一 致 。 这 说 明 此 假设 E，=100Ej 被 实验 证 明 是 成 立 的 。 
前 面 已 指出 ， 以 顶点 A 为 基点 的 AB 键 有 高 对 称 性 ， 键 的 横向 刚 
度 则 无 方向 性 。E，=100E% 适 用 于 计算 除 (200) 面 外 任何 晶 面 
的 应 变 。 请 注意 ,对 [311] 晶 向 ,由 于 6>0 ( 顺 时 针 )， 式 
6 -11 第 二 项 和 图 6 -2 表明 [311] 唱 向 应 变 比 式 6 -11 单纯 第 
一 项 方向 余弦 项 还 小 。 因 此 [311] 蝇 向 的 应 变 最 小 。 这 与 5.6 
节 实 验 结果 一 致 。 另 外 由 表 6 -1 还 可 以 看 出 ,对 [200] 晶 向 
若 按 式 6 -11 计算 出 的 应 变 归 一 化 值 (0.755) 及 cos20 归 一 化 
值 (0.75) 与 实验 归 一 化 值 0. 846 相差 很 大 〈 表 6 -1) ， 不 适用 
于 [200] 晶 向 的 计算 。 追 究 原因 是 (200) 晶 面 之 间 每 一 个 原 
子 有 两 个 不 同方 向 的 倾斜 键 ， 如 图 6 -2 所 示 。 因 此 (200) IH 
拉 伸 时 ，B 原子 的 移动 受到 此 两 键 的 限制 ， 使 B 原子 只 能 沿 
[200] 晶 向 移动 ， 不 能 做 键 的 横向 〈 即 与 键 相 垂直 的 方向 ) 自 
由 移动 ， 因 为 B 原子 有 两 个 不 同方 向 的 相等 的 横向 力作 用 。 如 
图 6 -2 所 示 , 键 1、 键 2 分 别 受 张 应 力 er = cos2bomil =0.5cl 


( 单 轴 时 ) ， 键 相对 伸 长 们 = i U =0.5 Z, Ab, Ab 分 别 帮助 
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[1 或 [220] 


图 6 -2 蝇 面 肛 张 和 键 变形 的 关系 
8 ，56 ë E 变 小 ， 角 变形 更 易 。AN ，Al, 合成 4 = AL 变 
大 ， 纵 向 膨胀 更 大 。 这 就 说 明 为 什么 【200] 晶 向 归 一 化 应 变 比 
u = (已 eoszg- 尼 banlblsin2gjon 计 算 值 更 大 。 如 果 取 忆 := 


6. 035z ， 则 可 满足 实验 值 。 因 为 6<0 〈 逆 时 针 ) ， 所 以 (200) 
晶 面 相对 归 一 化 膨胀 应 变 比 (111) 和 (220) 更 大 。 表 6 -1 示 
出 单位 单 轴 应 力 下 计算 的 应 变 。 由 式 6 - 11 可 得 到 沿 〈110》 方 


向 的 固体 刚度 : Euo = Ey = [° 6 -BunlOlsin?0) 211, 其 中 


ol 和 ell 是 实验 单 轴 应 力 [on] 和 相应 正 应 变 实验 值 。 取 正 应 

变 实验 值 及 E/Ey =100 或 对 [200] J E, ZE; =6.05, 计算 
得 到 Ey =23.3[on] 并 示 于 表 6 -1 rh, 例如 ,对 [200] 和 
[111]， 分 别 也 有 Ey = 0.565/0.242 = 23.3 [ol ] 和 Ey = 
0. 668/0. 0286 =23. 35[ oll ] ， A: [cu ] 为 实验 的 单 轴 应 力 。 


如 果 对 任何 [hk] 有 式 el1 = Eu u 则 有 沿 [hkl] 方向 的 刚 
BE: 
| 
eat Ey 


E -1 
=23.3 x [cos ~ EZ otanlolsin?0) [on] (6-12) 
1 
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例如 ，Exo =23.3/0.565 =41.3[o1], 又 Ein =23.3⁄0. 668 =35 
[cou]。 也 就 是 说 ,计算 值 与 表 6 -1 中 实验 值 是 一 致 的 。 故 刚度 是 
各 向 异性 的 ， 取 决 于 [hk] 晶 向 与 所 挂 [110] 键 之 间 的 夹 角 ó; 


表 6 -1 单 轴 应 力 下 不 同 晶 向 计算 出 的 正 应 变 及 
Er，Ey 与 实验 值 的 比较 


(002) 
-45。 
(-0.784) | ( -0.615) | ( - 1.047) 
05 | 0.67 | 0.25 


cos20 


sin28 
@an| | sin2 9 
单位 应 力 的 应 变 计算 值 
应 变 实验 值 
cos? 0 的 归 一 化 值 
应 变 计算 值 的 相对 归 一 化 值 


由 表 6 -1 可 看 出 ， 以 单位 纵向 应 力 计算 出 的 应 sus 
实验 值 一 致 ， 而 与 单纯 cos?9 的 归 一 化 值 不 一 致 。 这 说 明 E, 
100Ey 及 E， =6.03E,([200] 晶 向 ) 成 立 ， 又 式 6 -11 中 第 二 
项 解释 了 这 一 原因 。 表 6 -1 还 示 出 计算 的 [hk] 刚度 Bu (以 
[ou ] 为 单位 ) 与 实验 一 致 ， 且 计算 的 [110] 向 刚度 Ey 全 都 
一 致 ,， 为 23.3 (以 [ou] 为 单位 ) 。 本 节 机 理 所 推导 的 公式 计 
算 值 与 实验 值 完全 一 致 。 虽 然 我 们 只 讨论 了 X 射线 衍射 面 ， 但 
式 6 - 12 也 适用 于 其 他 不 发 生 衍射 的 晶 面 。 关 键 是 考虑 该 面 与 其 
沿 [110] 悬挂 键 的 关系 。 


6.2.2 各 向 异性 刚度 Ei 与 各 向 同性 刚度 E 之 间 的 关系 
上 面 已 得 到 ， 计 算出 的 不 同 [hiki] 的 刚度 Ew (以 [on] 
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为 单位 ) 且 与 实验 一 致 。 下 面 再 计算 其 他 重要 的 【jl] 的 刚度 。 
表 6 -2 示 出 利用 式 6 - 12 计算 出 的 不 同 6(8 是 晶 向 jj 与 
[110] 之 间 的 夹 角 ) 时 的 各 向 异性 刚度 Eu。 


表 6 -2 计算 出 的 不 同 8( 顺 时 针 ，6 >0) 时 的 各 向 异性 刚度 E,,, 


-60 | -45 |-35. š 64.7| 80 | 85 
492, 
132 | 219 |88.5 4 2 34.9 | 26 |23.3| 35 | 93 | 143 | 502 | 145 


四 这 里 对 [122] B 0 = -45° 时 ,EL/Ey =100。 但 仅 对 [002] H 6 = -45° 
时 , E,/Ey =6.03。 

这 里 的 各 向 异性 刚度 Ew 〈 以 [on] 为 单位 ) 仅 对 一 个 
[hkl] 方向 而 言 。 它 躺 在 与 某 一 指定 [110] 方向 的 键 相 平行 的 
面 上 。 这 样 ， 对 所 有 全 部 【hkl] 方向 和 全 部 [110] 方向 键 的 
刚度 的 总 和 就 代表 多 晶体 各 向 同性 刚度 。 这 一 各 向 同性 刚度 就 是 
均匀 材料 的 各 向 同性 刚度 已 。 根 据 这 一 原理 ， 我 们 可 以 构建 各 向 
异性 刚度 Biu 和 各 向 同性 刚度 天 之 间 的 关系 。 

在 图 6 -3 所 示 的 在 与 某 一 指定 [110] 方向 的 键 所 躺 面积 
分 平面 ，9 角 从 - /2 到 z/2 对 Ei 积分 可 得 下 式 : 


[2 -1 
XE, = [ (cowe -~ aun! 0! sin?0) doE, 
= mg = z x85[ou] =267[on] (6-13) 
式 中 ，Ey ~23.2[ oi ] 。 因 为 积分 式 中 被 积 式 ， 当 0 = +m/2 时 ， 
[eo#0 ~ PLOran | 0! sin?0] -1 =0， 因 此 ， 它 是 可 积 的 。 图 6 -4 
上 


示 出 Bu 和 8 的 曲线 关系 。 积 分 平均 值 可 从 图 6 -4 得 出 : E,u = 
85 [ou ]。Eiu 是 与 一 个 指定 的 【110] 方向 平行 的 平面 上 所 有 
Er 的 平均 值 。 其 总 和 为 Ei =7Emw~n85 [on ]。 

因为 围绕 [110] 键 从 0 到 有 许多 这 样 的 平面 ， 它 们 都 
与 [110] 键 相 平行 ， 如 图 6 -3 所 示 。 图 6 -3 示 出 不 同 [hkl] 


[on] 
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所 身 平 面 围绕 [110] 轴 从 0 到 7 的 旋转 。 因 此 这 一 积分 效应 为 
X DE, =85[ oy] xm*。 全 部 不 同 的 [110] 键 分 布 在 空间 4 
立体 角 中 。 其 积分 效应 为 Eiw =4= 0) E, =4m x 85 
[cn]。 这 等 价 于 多 晶 均 匀 材 料 的 各 向 同性 刚度 E。 我 们 能 利用 
下 式 : 
[on] =E/[4 Ew] = (68 ~70) x105/[42285 ] 

= (645 = 664) x 10*Pa (6 -14) 
计算 出 实验 中 所 使 用 的 单 轴 应 力 ， 其 中 = (68 ~70) x 10° Pa 是 
多 晶 铝 的 刚度 。 这 一 结果 与 4.5 节 的 计算 结果 [on] =640 x 
104Pa 一 致 。 


400| 
g50 
= 200 
š m 平均 值 Bu 
-9 = Ó 45 — 490 
on’) 
图 6 -3 [hkl] 键 所 身 的 图 6 -4 Enw 和 9 的 关系 曲线 


积分 平行 平面 围绕 [110] 
键 从 0 到 旋转 180° 


6.3 各 向 异性 情况 下 的 应 变 的 计算 
6.3.1 各 向 同性 材料 和 各 向 异性 材料 中 胡 克 定律 之 间 的 差别 


和 各 向 同性 材料 中 胡 克 定律 类 似 ， 对 于 基 轴 系 ， 各 向 异性 晶 
体 中 的 胡 克 定律 可 表示 为 : 
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r pu 5 
el En Er En all 

也 1 y 
ar b m ea L 6-15 
B Ea En En É (6=15) 
€33 š 1 033 

El En En 


式 中 ，1/Eli 是 基 轴 向 刚度 ; > 是 泊 松 比 〈 由 于 立方 晶 系 具有 7/ 
2 转动 对 称 性 的 原因 ，> 只 有 一 个 ) ， 如 下 文 所 示 ， 待 定 。 设 在 
[hkl] 方向 正 应 变 分 别 为 ejw = eu, el =ej#t €12 = kk 则 相应 
有 胡 克 定律 : 

1 vv x 


Oa , 1 ” Epxl 
LA Ld 
zul|= Zç Eq Ea| |°" (6-16) 


Chkl en" 
ell|= [T,] | °> (6 -17) 
212 633 


式 中 ，[72] 是 各 向 异性 应 变 的 坐标 变换 矩阵 ， 应 由 式 6 - 20 确 
E, 又 设 v ,vw 不 同 。 于 是 有 : 


1 vv 1 
Op ol Ee ú nh ell 
mi [T,] B: [T,] En PN En B 
O12 033 y š 1 633 
En En En 
1 rz 1 
Ea En En en 
= [m1] |Z z Z 加 (6-18) 
" Eu En : 
v 也 1 二 
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由 式 6 -16 和 式 6-18 可 得 : 


1 o 1 1 > > 
E, E,u E,u En En El 
: 1 了 y 1 y 
Ea Ea a| = IT] Bs Er ga| Ul" 
vv >” 1 > > 1 
Eru E,u E,u Eir En El 
故 : 
1 vv 1 A > rz] 
Eu Ea Eu Ei En En 
r 1 m” y 1 v 
[1] gz Ea Em|l [nl] ge ga El (‘6-19) 
i % A A 
E,u E,u E,u En 11 El 
上 述 等 式 仅 当 
[n] =E v [T] (6 -20) 
El 


和 v =v =v 时 成 立 。 我 们 称 Eiw/E1l 为 应 力 变换 【Ti] 和 应 变 
变换 [T,] 之 间 各 向 异性 应 变 因子 。 于 是 [hkl] 向 的 各 向 异性 
应 变 胡 克 定律 应 从 式 6 - 16 变 为 式 6 -21: 


1 > > 
En Em Eu 
Eu Oh 
» 1 > 
四 | Eu En B 
63 y y 1 242 
Ez Es Ku 
=L. po p. 
Eu; Eu Eb 
1 |> 31 | | i 
-33.30 || P, É p |a (6-2D 
| 
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式 中 ， 
E 34 
Esau =23.3 x [os ~ Eran | 0! sie) [en] =15471E9,, 
hkl 


E -1 
J = (os?0 ~ p anl 0! sin?g) [ou ] =664 x104Pa 
六 


6. 3.2 各 向 同性 材料 和 各 向 异性 材料 中 胡 克 定律 之 间 的 关系 
对 于 不 同 [Dh] 方向 ， 有 许多 如 方程 6 - 21 一 样 的 方程 ， 


将 这 些 方程 全 部 求 和 羡 加 后 便 得 到 : 
工厂 五 
_ Em Erm Enm 
Ep 一 二 CH 
让 | 三 i opa | 
PD Bi E,u Eu B 
1 s > 1|"* 
Em Eu E, 
l v > 
E E Elo,] rew 
1 
-| x 引 …| z (6-22) 
vv 1 O12 €12 
E E E 


式 中 , E= E, x4a2, E,uJEX [hkl] 向 而 言 的 平均 刚度 ; > 是 
平均 泊 松 比 。 于 是 eu = epw/4m 及 ein 是 [hkl] 所 躺 的 某 一 平 


IP 1 z 
面 的 平均 应 变 (图 6 -4)。 此 外 , Co |Z, ] =+ Ea -和 = 


8 32， 即 7=y= -0.32。 这 样 我 们 得 到 均匀 材料 的 胡 克 
定律 = 22)。 于 是 对 多 晶 铝 的 整体 刚度 E =70 x 10° Pa 及 
v=5= -0.32。 可 以 看 出 ， 计 算 的 结果 分 别 是 : 


1 - PE: [cu] [on] - 
s = iñu =T24 一 Ku 85x[on] ë 


a 
E 


=1.17 x10 2 
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E=4m E, =4m3 x [oil] x85 =70 x10?Pa 
式 中 ,，[hkL] 向 应 力 [cpu] =664 x 104Pa， 各 向 同性 材料 中 的 
正 应 变 e = [on]/E=1/4m? x85 =9.48 x10-5。 这 比 单 晶 各 
向 异性 材料 中 的 正 应 变 小 得 多 ， 两 者 相差 4m = 124 倍 。 为 了 
检验 有 关 数 据 ， 我们 利用 式 cuu = enwEnu 计 算 来 看 ， 在 不 同 品 
粒 中 对 不 同 晶 面 的 c 必 ， 它 们 是 否 相互 一 致 。 表 6 -3 列 出 计算 
的 结果 。 

表 6 -3 在 不 同 晶 粒 中 的 不 同 晶 面 对 owu 的 计算 结果 


晶 面 (hkl) 111 002 220 311 112 123 
BR eu 0.0286 | 0.0242 | 0.013 | 0.007 | 0.026 | 0.0143 
(实验 值 ) | (实验 值 ) ass se, (计算 值 ) | (计算 值 ) 
刚度 Ew 了 | 35.0 41.3 88.5 143 bs | 2 
(计算 值 ) | (计算 值 ) 
[on] /Pa 
664 x104 | 664 x104 664 x104 | 664 x104 | 664 x104 
(理论 的 ) 
Chu/Pa = 2 1664. 7 x 104| 662 x 10 |664. 6 x 10% 


QR [ou ] 为 刚度 的 单位 。 
由 表 6 -3 可 以 看 出 ， 所 有 计算 的 opw 都 是 一 致 的 。 因 为 它 
们 都 是 圆 环 在 0" 方 向 的 不 同 晶 粒 中 的 周 向 应 力 。 晶 粒 的 取向 不 
同 , 但 所 考虑 的 唱 面 都 与 周 向 应 力 一 一 单 轴 应 力 相 垂直 。 
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由 6.3 节 可 看 出 ， 在 多 晶 铝 这 样 的 各 向 同性 材料 中 的 各 向 同 
性 刚度 EE 比 各 向 异性 刚度 Ey =85[ou] 大 4m3 = 124 倍 。 无 疑 ， 
单 晶 中 的 正 应 变 ， 在 同样 应 力 条 件 下 比 多 晶 中 各 向 同性 正 应 变 大 
得 多 。 因 此 ， 本 节 的 讨论 仅 适用 于 各 向 异性 单 晶 材料 。 

下 面 是 从 相互 垂直 的 正 应 变 ez ，ezmeo 变换 到 ew = en ， 
ell =eil 及 es =eoi 的 一 个 例子 。 现 在 设 有 一 个 单 轴 应 力 ezx = 
[cou] ， 相 应 正 应 变 为 [ezo ，ezm ，eo]7: 


158 | 6 各 向 异性 情况 下 的 应 变 


3 2 > 
Ë= E; E20 


e002 y 1 Oo 
[Ey Ero Ey 
| v y 


SSE: š [on] 0.0113 
== = >| 0 |=| -oo (6 -23) 
—0. 0038 
[去 Eo Ez 
于 是 exo = 1/E;o = 1/88.5 = 0.0113 以 及 exo = exo = v/Eyo = 
-1⁄3E;o = -0.0038, E, 的 单位 是 [eu ]。 按 应 变 变换 式 
6-20， 可 得 : 


en €220 E e220 

ein |=[T,]| ezo =E [7] €220 
B 111 

eol1 eo0l 2002 


11 1 1 1 


#5 .6 °A, 
_Eo| 1-2 -11 01 |. 2 
Ea 2 66 WW vel 

0 0 

2 2 

A] 
wal 4 0.0113 
= 35 |Z —_ 0 | -0.0038 

1 — 0. 0038 

0 0 = i 

2 


gg. [ 9.0306 0.077 
-对 -0. oso|-| -0. S| (6 -24) 


3 0. 00268 0. 0068 
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式 中 ,， [TI] 是 从 [220, 220, 002] 变换 到 [111, 211, 011] 
方向 的 应 力 坐 标 变换 矩阵 。 于 是 对 同一 单 晶 的 晶 粒 来 说 ， 当 
az =[oll] BF, ear, @n 及 eol 分 别 为 0.077，- 0.0137 及 
0.0068。 从 式 6 -23 可 以 看 出 ， 在 确定 Bu 时， 在 单 轴 应 力 条 件 
下 即 只 有 c, BX c i=, =0 时 来 做 实验 是 十 分 重要 的 。 

正 应 力 om =oi，oul =G; z > =ou 按 照 oy = 之 TaTinOim, 


其 中 1=m=1, 2, 33, 可 从 ou ，oz ，oa 变 换 得 到 ; 


Ohkl TTa ToTo 7a7a g gn 
Oil|=| TT Tol, TaTa |+ | 22 |=[T,]| e> 
012 TaTa Tole TaTea 


O33 O33 


(6 -25) 

式 中 ，[7T] 是 应 力 的 坐标 变换 和 矩阵， 与 晶体 中 是 否 是 各 向 异性 
正 应 变 无 关 。 

如 果 我 们 知道 基 轴 系 应 力 ， 我 们 便 能 按 下 式 计算 出 铝 单 晶 中 


任何 方向 的 应 变 。 
TaTa ToTo TaTə Jr ou 
TT TaTp TaTs | ow 


TaTa TeTo TeaTea 


1 Dp 
E,u Ena Erm 
Chul 
ls 
四 | Eu Em E 


e 
12 2 v 1 


nm Erm E, 
L 2 Pan +T ow +T sa 
- 虽 ， 1 | Tan +DD0 + Th os 
WR 1 Tom + To 二 733 
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知道 ， 馈 单 晶 中 任何 方向 的 应 变 。 式 中 ED, = (cos2g - gx 


tanlólsin20) -1; E,a = 23.3 x 664F0, = 15471B0 ，Biu 取 自 式 
6 -12 或 图 6 -3。 例 如 : 
Epn = (Pan +T; +T) +v(T on + To +T) + 
y(Th ol +T; +T; ) /Bi 
如 果 只 存在 单 轴 应 力 wu ==, BZ: 
ek = (T +T +T, )o/E,u 
ei = (Ti, +T +f )o/E,u (6 -27) 
el2 = (T +T, +T )o/E,u 
重要 的 是 必须 指出 ， 式 6 - 15 ~ 式 6 -27 只 适合 于 铝 单 晶 ， 
不 适用 于 馈 多 晶 。 因 为 MEMS 元 件 通常 由 单 晶 制 成 ， 因 此 上 述 
各 式 可 应 用 于 MEMS 元 件 中 的 应 变 计算 。 
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7.1 拉 、 压 力 传感器 及 其 电路 系统 
7.11 引言 


电阻 应 变 式 力 传感器 自 诞生 以 来 已 有 60 年 历史 了 ， 在 力 、 
载荷 、 扭 矩 、 力 矩 及 位 移 测量 中 它 仍 占据 着 不 可 代替 的 重要 位 
置 。 经 过 恰当 热处理 的 弹性 体 有 良好 的 稳定 性 、 小 蠕 变 和 弹性 后 
效 ， 以 及 很 好 的 抗 疲劳 性 能 。 与 硅 压 阻 式 传感器 相 比较 ， 其 热 漂 
移 小 、 温 度 特 性 好 。 其 中 金属 电阻 稍 式 应 变 计 是 当前 各 种 高 精度 


传感器 中 最 常用 的 且 使 用 温度 最 

高 的 敏感 元 件 。 金 属 电阻 应 变 式 O, Ñ 

传感器 与 半导体 压 阻 式 传感器 通 
常 都 采用 惠 斯 顿 电 桥 结构 ， 如 图 

7 -1 所 示 。 电 桥 相对 两 辟 电 阻 与 ”RR Rs 


另 一 对 电阻 受 力 时 阻 值 改 变 的 方 
向 相反 。 当 有 外 加 电压 V 时， 输 


出 的 电压 0 为 : 图 7-1 惠 斯 顿 电 桥 
So +AS 
U= — y= Uo + Us (7-1) 
式 中 , K=(Ri+R) (Rs +R,); So=RRs - K,R,; AS = (R,Rs + 
R,R,) (2AR:/R;)。 
对 于 压 阻 式 : 
AR:/R; = To = Ce (7-2) 
于 应 变 式 : 
AR,/R, = (K, —vK,)e = Ke, (3:35 


F, w 为 压 阻 系数 ; o 为 应 力 ; Ki. K, 及 天 分 别 为 纵向 、 横 
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”向 、 综 合 灵敏 系数 ; G 为 量 计 因子 ; > 是 泊 松 比 。 

金属 应 变 式 与 硅 压 阻 式 传感器 相 比较 ; 前 者 的 灵敏 系数 天 
约 为 2 ~4; 而 后 者 的 G 可 达 20 ~ 150。 也 就 是 说 ， 两 者 相差 
10 ~ 100 倍 。 在 几 伏 的 外 加 激励 电压 下 ， 前 者 的 满 量 程 输出 在 几 
毫 伏 ,而 后 者 可 达 20 ~ 150mV。 另 外 ， 前 者 的 桥 臂 电阻 一 般 为 
几 十 至 1500， 后 者 为 1 ~5kQ。 在 10V 外 加 电压 下 ， 前 者 的 桥 
电流 可 达 100mA， 而 后 者 仅 为 几 毫 安 以 下 。 而 且 前 者 输出 电流 
随 负载 (测量 电路 ) 变化 大 ， 不 利于 测 准 。 由 于 这 些 特点 ， 对 
电路 设计 提出 了 如 下 要 求 : 

(1) 供给 功率 大 ; 

(2) 放大 倍数 大 ， 正 比特 性 要 好 ; 

(3) 差 模 信号 小 ， 共 模 信号 大 ， 共 模 抑 制 比 要 大 。 

本 实验 方案 基本 满足 上 述 要求 。 对 于 弹性 体 ， 选 用 65 号 弹 
簧 钢 ， 经 过 油 淳 和 回 火 ， 具 有 良好 的 弹性 。 将 制 成 的 钢 环 式 力 传 
感 器 用 于 疲劳 试验 ， 取 得 了 较 好 的 效果 。 


7.1.2 弹性 元 件 的 制作 


我 们 选择 钢 环 作 弹 性 元 件 (图 7 -2) ， 用 于 拉 、 压 力 测 量 。 
其 结构 和 工艺 简单 且 应 变量 大 ， 有 利于 提高 灵敏 度 。 钢 环 的 内 外 
表面 的 周 向 应 力 已 有 经 典 公式 表达 : 
M(0) =FR.[ 2-1) (7-4) 
FR, /ce 

co 老汉 吕 人 二 0-9 
式 中 ，R, 为 圆 环 的 中 半径 ; 9 角 如 图 7 -2 所 示 ; 6 为 环 厚 的 
1⁄2; 焉 为 圆 环 的 宽度 ; M 为 弯 矩 。 从 弹性 力学 平面 应 变 场 出 发 

还 有 本 书 所 推出 的 核心 公式 〈 见 式 4-73 ~ 式 4-75) : 
ge (a,0) = - (F/2Br,)[g(a)(cos0 -2/zm) +2B/(1 -a,)=r] 
| x (7-6) 
or(a;g9) = - (F/2Br,)[h(a)(cosg -2/m)] (7-7) 
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s, (a,0) = - (F/2Br,)h(a)sin0 (7-8) 
式 中 : 
g(a) = [ - 1/a + £(3e - a2/o ) ] 
h(a) = [- l/a + £(e + a2/a2) ] 


B = [eC da = [EE = Ina, + é(1 - a) 


式 中 , £=r/(r +); r, 和 7 为 外 、 
内 半径 。a = rro，ai =riVro。 

作 近 似 计算 时 ， 可 取 0, = 50.4° 
( 圆 环 受 力 时 随 载荷 增加 ， 内 半径 上 的 
无 应 变 点 go 由 50. 4° 逐 渐 增加 ， 并 非 
固定 不 变 ; 外 径 则 向 反 ) 。 表 7 -1 为 对 
式 7-5 和 式 7 -6 进行 对 比 计算 圆 环 内 
(t= -5) 和 圆 环 外 (r =5) 表面 周 向 应 
力 ooo(MPa) 的 结果 ， 取 R .=23mm，5 图 7-? 钢 环 上 的 载荷 人 
分 别 为 1mm 和 0.4mm， 设 下 为 1ON，6 为 0"， 多 取 18mm。 


表 7 -1 圆 环 内 (:= -8) 和 图 环 外 (:=6) 表面 周 向 应 力 oww 


(MPa) 
6 =0. 4mm 8 -1mm 
项 目 
加 外 r. 加 外 Or 内 
式 7 -5 计算 什 21 -21 3.3 -3.3 
式 7 -6 计算 值 a | -2 4.3 -4.4 
实际 测量 值 25 4.1 


周 向 应 力 的 实际 测量 是 利用 贴 于 圆 环 内 、 外 表面 (6 = 0?) 

应 变 片 组 成 的 惠 斯 顿 电 桥 的 输出 电压 ， 并 依据 下 式 计算 的 : 
sa (0) -cg -ABCRP -和 .下 (7-9) 
. 式 中 ,U0U 是 折合 成 =10N 下 的 输出 信和 号; Uo E F =0 时 的 零点 


输出 ; 天 为 所 用 应 变 片 的 灵敏 系数 ,天 = 2. 1; V 是 电 桥 外 加 电 
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JE, V=6V; 为 钢 的 杨 氏 模 量 , E =2. 1 x 105MPa。 

由 表 7 -1 可 以 看 出 ,公式 7 -6 的 计算 值 与 公式 7 -5 一 致 。 
两 者 与 实 值 之 差 均 在 误差 范围 之 内 。 实 际 测量 误差 主要 来 自 几何 
尺寸 不 一 致 和 应 变 片 位 置 、 方 向 误差 及 粘贴 工艺 水 平 。 我 们 用 
65 号 弹 筑 钢 制 成 46mm (外 径 ) 钢 环 ， 宽 为 18mm、 厚 度 分 别 
为 2mm 和 0.8mm ( 即 5=lmm 和 0.4mm)， 加 工 表 面 光 洁 度 Ra 
约 为 1.6， 经 840Y HPE, #RJS2Z# 300 ~ 400 回 火 ，RC 硬度 达 
42。 热 处 理 后 弹性 体 不 出 现 明显 变形 、 牌 扭 和 裂纹 ， 再 用 细 砂 布 
打磨 光亮 去 掉 氧 化 皮 。 据 报道 ， 热 处 理 后 屈服 极限 几乎 提高 一 
倍 ， 弹 性 (用 弹性 储 能 s =o ,/E 表示 ) 几乎 提高 4 倍 ， 而 且 弹 
性 后 效 小 ， 多 次 加 载 后 残余 应 变 小 ， 输 出 信号 零点 一 致 性 好 。 用 
化 学 洗涤 剂 去 除 弹 性 体 表面 油污 ， 再 用 丙酮 清洗 、 酒 精 脱 水 。 用 
稀 101 胶 〈 流 动 性 好 、 粘 接 层 薄 、 王 得 快 、 黏 结 力 强 、 应 变 跟 
随 性 好 ) 将 销 式 应 变 片 贴 在 钢 环 的 内 外 侧 (0 =0°) ， 加 压 挤 紧 ， 
粘贴 牢固 。 用 6V 电压 激励 电 桥 ， 得 到 输出 电压 与 载荷 之 间 的 关 
系 。 对 于 妇 6mm，WW=18mm， 厚 度 分 别 为 2mm 和 0.8mm ( 即 
6=1lmm 和 0.4mm) 的 力 敏 元 件 ， 其 输出 信号 灵敏 度 分 别 为 
3.9x10-3mV/(V.N) 和 2.5x10-2mV/(V.N)， 许 用 应 力 为 
0.8 x 弯曲 变形 疲劳 强度 (300MPa) 时 的 最 大 拉 、 压 载荷 分 别 
为 500N 和 80N。 力 敏 传感器 的 输出 特性 指标 主要 取决 于 所 使 用 
的 应 变 计 的 性 能 ( 表 7 -2) ,但 迟滞 、 重 复 性 ， 非 线性 误差 主要 
取决 于 弹性 元 件 本 身 。 

表 7 -2 所 使 用 的 应 变 计 指标 


疲劳 寿命 | 机 械 洪 后 | 应 变 极限 | 热 灵 敏 系数 
Zh /pm: ml/pm:m-! .TCT- 
>106 | 5x10-$ 107! 


由 于 圆 环 的 内 外 径 不 一 样 ， 使 平面 应 变 机 的 弯曲 半径 不 一 
致 ， 而 且 内 外 方向 相反 产生 附加 电阻 差别 ， 因 而 传感器 的 零点 输 
出 远 比 应 变 计 电阻 误差 范围 所 估计 的 零点 输出 大 。 表 7 -3 示 出 


120 +0.2%| 2.1 +1% | -40 ~80 
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所 测定 的 力 传感器 的 特性 指标 。 
表 7-3 经 测定 的 力 传感器 (5=0. 4mm) 指标 


零点 输出 
/mV 


热 零 点 漂移 系数 灵敏 度 迟滞 | 线性 度 | 重复 性 
%FS/CÇ ZmV-(V-N) 1 | %FS %FS %FS 
4.0 (未 调整 ) 0.36 2.6 x10 2 0.16 0.08 4.1 

注 ; V=6V, F,.. =60N。 

据 资料 可 知 ， 热 加 工 终止 温度 为 820C 、 正 火 状态 下 65 号 
钢 的 ro = 425MPa， 而 经 过 830% WH PE. 380% 回 火 后 oo > 
800MPa， 可 见 ， 钢 材 经 热处理 后 屈服 极限 几乎 提高 一 倍 ， 弹 性 
指标 可 用 弹性 储 能 e = ca ,/E 表示 ， 也 就 是 说 ， 经 过 热处理 后 ， 
零件 弹性 几乎 提高 4 倍 。 表 现 为 可 承受 更 大 的 载荷 ， 产 生 更 大 的 
应 变 。 零 件 的 非 弹性 行为 一 般 又 称 为 弹性 后 效 ， 表 现 为 印 载 后 出 
现 微小 的 残余 应 变 、 多 次 加 载 印 载 后 各 次 残余 应 变 又 不 一 致 。 这 
表现 为 多 次 加 载 、 外 载 零 点 不 一 致 ， 逐 渐变 化 。 这 种 非 弹性 应 
该 越 小 越 好 。 零 件 经 过 热处理 后 ， 不 仅 届 服 极限 有 明显 提高 ， 
而 且 弹 性 后 效 有 明显 改善 。 我 们 经 过 对 热处理 (6 = 0.8mm) 
和 未 经 热处理 (8 = 2mm) 的 446 钢 环 做 了 对 比试 验 。 两 者 都 
用 化 学 洗涤 剂 去 掉 弹性 体 表面 油污 ， 又 用 酒精 清洗 脱水 。 用 稀 
101 胶 〈 流 动 性 好 、 粘 接 层 薄 、 干 得 快 、 黏 结 力 强 、 应 变 跟随 
性 好 ) 将 箱 式 应 变 片 贴 在 钢 环 的 内 外 侧 ， 而 且 加 压 挤 紧 ， 粘 巾 
牢固 。 用 6V 电压 激励 电 桥 ， 分 别 测 得 不 同 厚度 、 不 同 制备 工 
艺 的 两 种 钢 环 力 传感器 的 输出 信号 和 载荷 关系 ， 如 图 7 -3 和 
图 7-4 所 示 。 可 以 看 出 ， 经 热处理 后 元 件 的 弹性 后 效 明显 改 
善 。 主 要 表现 为 多 次 加 载 、 印 载 后 零点 输出 电压 变化 小 ， 一 至 
性 好 ， 如 表 7 -4 所 示 。 用 经 热处理 的 力 传感器 去 测定 力 拉 压 
循环 变化 ， 得 到 图 7 -5 所 示 经 数 千 次 拉 压 循环 前 后 连续 的 两 
个 周期 的 拉 压力 变化 曲线 。 可 以 看 出 两 次 测量 间 的 曲线 十 分 一 
致 ， 说 明 此 传感器 有 良好 的 重复 测试 稳定 性 ， 非 弹性 已 降低 到 
最 低 程度 。 
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输出 信号 /mV 
> w 


Dw 


0 I 18 240 02 4 6 8 1 H — 
载荷 FIN 载荷 PN 
图 7-3 6=2mm 的 钢 环 输出 图 7-4 6=0.8mm 的 钢 环 输出 
信号 与 载荷 的 关系 信号 与 载荷 的 关系 


7 -5 经 数 千 次 拉 压 循环 前 后 连续 两 个 循环 中 记录 的 载荷 变化 曲线 
表 7 -4 零点 输出 电压 与 加 载 行程 及 次 数 的 关系 (mV) 


7.1.3 电路 设计 
由 于 应 变 计 力 传感器 的 灵敏 度 低 ， 输 出 信号 必须 高 增益 放 
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大 。 本 设计 中 采用 图 7 -6 所 示 的 二 级 运 放电 路 ， 可 将 传感器 的 
二 端 输入 转变 成 单 端 输出 ， 再 与 A/D 转换 器 连接 ， 将 数字 量 输 
送 给 8031 单片机 ， 经 数据 处 理 后 由 打印 机 定时 打印 出 传感器 所 
测 得 的 拉 、 压 力 随时 间 的 变化 曲线 。 


+5V 
o 一 


8031 SP1610 


图 7-6 放大 电路 及 系统 


我 们 采用 两 块 OP07 集成 运 放 电路 ， 原 因 是 它 的 正比 特性 
好 ， 零 点 失调 电压 小 ， 价 格 适中 ， 市 场 供应 充足 。 缺 点 是 承受 最 
大 共 模 电压 低 ， 但 可 以 采取 一 定 的 措施 加 以 克服 。 本 电路 的 输出 
电压 Vo ER 
R, RA Ro+tRy, RR R 
= +> É+ P)* a °] ita 是 | 
=KaVa + K.V,, 
式 中 ，V 为 差 模 电 压 〈 传 感 器 输出 ) ; V。。 为 共 模 电压 〈 约 等 于 
传感器 输出 对 地 电压 ) 。 为 抑制 共 模 电压 的 影响 ， 要 求 R,/R, = 
Rs/Ri， 这 样 R,. R,. Rs 及 R, 都 采用 82kQ 金属 膜 电阻 ， 误 差 
在 0.5% 之 内 。 于 是 差 模 增益 Ks = (2 +164)/Re, Rc 可 在 2 ~ 
10kQ 范围 内 调节 ， 相 应 的 差 模 增益 K, 为 84 ~ 18 ， 可 将 满 量程 
输出 8mV (其 中 零点 输出 4.0mV) 放大 至 140 ~ 650mV， 满足 
A/D 转换 的 要 求 。 
如 果 将 传感器 电 桥 接地 ， 因 为 激励 电压 为 6V， 共 模 电压 为 
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3V， 则 不 能 满足 OP07 集成 放大 器 对 共 模 电压 的 限制 要 求 。 如 果 
在 传感器 电 桥 与 正 激励 电压 之 间 加 电阻 ， 虽 然 可 使 共 模 电压 降 
俐 ， 但 使 桥 电 压 降 低 ， 对 本 来 就 较 低 的 灵敏 度 极为 不 利 。 若 用 自 
举 电源 来 降低 共 模 电压 ， 则 线路 复杂 、 调 试 困难 。 因 此 ， 我 们 将 
传感器 电 桥 低 端 接 500 电阻 ( 电 桥 等 效 电阻 1200) 后 再 接 
-5V 电源 (集成 放大 器 OP07 需 负 电源 ) 。 这 样 使 共 模 电压 自身 
大 大 降低 ， 这 对 共 模 抑止 起 到 锦上添花 的 作用 。 

传感器 的 零点 (F =0 时 ) ， 不 需要 在 电 桥 上 串 、 并 联 电阻 ， 
使 它 调整 为 零 。 因 为 零点 调整 为 零 的 话 ， 则 拉 和 压 时 分 别 输出 正 
和 负 的 信号 ， 放 大 后 不 改变 符号 ,使 后 续 A/D 变换 电压 难以 适 
应 这 种 双 极 性 信号 。 因 此 ， 本 电路 中 将 输出 V 接 至 由 R, 和 Re 
构成 的 极 性 变换 分 压 网 络 。 选 R; = Re =100kQ。 当 WW = -5V、 
OV 和 +5V 时 ,WV 为 OV、2.5V 和 5V。 这样 , 在 +5V 和 -5V 之 
内 拉 压 双 极 性 信号 经 极 性 变换 网 络 后 始终 输出 单 极 性 信号 给 A/D 
变换 器 ， 经 80C31 单片机 后 用 软件 的 方法 自动 确定 力 零 点 和 拉 、 
压 正 负 值 。 打 印 机 输出 的 正 电 压 代表 拉力 ,负电 压 代表 压力 
(图 7 -7)。 ; 


图 7 -7 循环 前 后 连续 二 次 循环 中 载荷 变化 曲线 
a 一 拉 压 循环 前 ; b 一 拉 压 循环 后 
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7.1.4 实际 应 用 


我 们 将 所 研制 的 力 传感器 用 于 汽车 开门 拉手 二 限 位 器 疲劳 试 
验 ,测定 每 一 循环 中 拉 、 压 力 的 变化 并 定时 打印 记录 。 由 于 传 感 
器 的 最 大 应 力 (载荷 =50N BF) 为 18MPa， 仅 为 65 号 钢 热 处 
理 后 弯曲 变形 疲劳 强度 o -; = 302MPa 的 4， 比例 极限 co = 
394MPa 的 1/5。 因 此 该 传感器 在 有 足够 的 放大 倍数 电路 支撑 下 
可 用 于 拉 压 力 为 50N 以 下 的 疲劳 试验 。 图 7 -7 显示 的 两 个 循环 
记录 的 力 的 变化 完全 一 致 ， 说 明 传感器 和 电路 有 良好 的 稳定 性 。 


7.2 计数 器 测 力 计 打印 记录 系统 软 硬 件 设计 
7.2.1 引言 


针对 具有 反复 多 次 作用 力 特征 的 产品 如 车 门 、 门 锁 等 需要 进 
行 疲劳 试验 以 检验 其 可 靠 性 及 稳定 性 等 问题 ， 开 发 了 计数 式 测 力 
计 打 印记 录 系 统 ， 本 系统 可 以 记录 电机 驱动 力 传感器 拉 压 周期 力 
的 循环 次 数 ， 同 时 ， 可 将 一 个 周期 内 力 的 变化 情况 打印 记录 下 
来 ， 从 而 可 以 分 析 产 品 抗 疲 劳 性 能 的 好 坏 ， 进 而 为 新 产品 能 否 进 
人 生产 阶段 提供 依据 。 

图 7 -8 是 系统 总 框图 。 从 图 7 -8 可 知 ， 本 系统 可 分 为 前 向 


图 7 -8 计数 式 测 力 计 打印 记录 系统 总 框图 
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通道 配置 、 人 机 对 话 通 道 配 置 和 存储 器 扩展 三 部 分 。 其 中 ， 前 向 
通道 配置 包括 力 传感器 被 测 信号 的 拾取 与 放大 和 光电 传感器 脉冲 
信号 的 拾取 两 部 分 ;人 机 对 话 通道 配置 包括 LED 显示 、 按 键 和 
打印 三 部 分 ; 存储 器 扩展 包括 EPROM 扩展 和 RAM 扩展 两 部 分 。 
当 系 统 工 作 时 ， 光 电 传感器 在 每 一 个 测 力 周期 结束 时 输出 一 脉冲 
信号 至 单片机 ， 单 片 机 完成 周期 计数 器 加 一 ， 同 时 在 显示 器 上 显 
示 出 此 时 的 周期 数 。 当 周期 数 每 达到 一 定 值 (如 每 1000 次 ) 
时 ,启动 A/D 转换 ， 对 力 传感器 进行 连续 两 个 周期 的 采样 并 保 
存 于 外 扩 RAM 中 ， 然 后 停止 A/D 转换 ， 同 时 将 保存 的 采样 值 进 
行 数值 处 理 后 以 曲线 的 形式 将 所 测 力 随时 间 的 变化 打印 出 来 。 下 
面 介绍 各 部 分 的 硬件 实现 。 


7.2.2 系统 结构 与 硬件 设计 
7.2.2.1 力 传感器 信号 的 拾取 、 放 大 电路 
图 7 -9 是 本 部 分 的 放大 电路 硬件 连接 图 。 


图 7 -9》 力 传感器 信号 拾取 与 放大 电路 


传感器 采用 恒 压 源 激励 ， 正 负 5V 电源 供电 。 负 电源 用 于 降 
低 输出 信号 V... V, 的 共 模 电压 ， 使 后 面 的 仪表 放大 器 工作 在 小 
信号 放大 状态 ， 电 阻 R 为 限 流 电阻 。 传 感 器 的 输出 灵敏 度 为 
0.17mV/N, 

放大 电路 采用 41 、42 两 运 放 仪表 放大 器 放大 ， 利 用 Re 来 
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调整 放大 器 的 增益 。R = R, = Rs =R, 可 以 抑制 共 模 电压 。 此 时 
放大 电路 的 差 模 增益 A=Vo/(V -— V,) =2(1 +R,/Rç)o A,. À, 
采用 低 失 调 低 漂移 运 放 OP -07, R,. R,. R,. R, 都 采用 82kQ 
精密 电阻 。 调 整 Re 可 使 放大 器 的 量程 输出 达到 伏特 级 。 


7.2.2.2 光电 传感器 脉冲 信号 的 拾取 电路 


图 7 -10 是 本 部 分 光 脉冲 信号 的 拾取 电路 的 硬件 连接 图 。 图 
7 -10 中 D, 是 光敏 二 极 管 ， 其 特性 是 当 对 其 施加 反 向 电压 时 
电流 (成 为 光电 流 ) 随 光照 强 
度 变化 而 变化 。 光 照 强度 越 强 ， 
反 向 电流 越 大 。 利 用 此 特性 ， 
给 D 外 加 一 光源 ,使 D, 在 有 
光源 照射 时 开关 K, 导 通 ， 输 出 
低 电 平 ;没有 光源 照射 开关 K, 
截止 ， 输出 高 电 平 。 在 测 周期 。 图 了 -10 光 脉 冲 输 入 电 路 
力 时 ， 每 一 周期 内 ，D, 有 光源 照射 ，K, 输出 低 电 平 ; 每 一 周期 
结束 ， 迹 住 光源 ，Ki 输出 高 电 平 。 从 而 在 每 一 个 周期 结束 时 ， 
K, 输出 一 正 脉冲 到 8031 的 P3.4 (定时 器 T0) ， 通 知 单片机 进行 
计数 一 次 。 

7.2.2.3 存储 器 扩展 、A/D 转换 、LED 显示 和 打印 电路 


A 存储 器 扩展 及 A/D 转换 电路 

存储 器 扩展 及 A/D 转换 电路 如 图 7 - 11 所 示 。 本 系统 的 存 
储 器 扩展 包括 了 8K 的 RAM6264 和 8K 的 ROM2764。 经 过 A/D 
转换 的 力 的 采样 值 存储 在 外 扩 RAM 中 ， 用 于 数据 处 理 及 打印 时 
调用 。 由 于 所 测 的 力 包括 拉力 和 压力 ， 使 得 放大 器 的 输出 模拟 信 
号 是 双 极 性 的 ， 而 ADC0809 只 能 对 单 极 性 模拟 量 进 行 A7D 转 
换 ， 所 以 放大 器 的 输出 不 能 直接 与 ADC0809 相连 ， 两 者 间 需 加 
转换 电路 ， 由 Rs 、R 构成 的 分 压 网 络 实现 。 选 取 Rs = R6 = 
100kQ， 当 WW= -5V 时 ,Vin =0V; 当 W=0V 时 ,Vin =2.5V; 
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3 Vo =5V BF, Ve =5V。 由 此 可 见 ，W 的 量程 从 Va ~ Wo, 变换 
成 了 Vin 的 量程 Via ~ fa， 如 
图 7 - 12 所 示 ， 实 现 双 极 性 模 
拟 信号 到 单 极 性 模拟 信号 的 转 
换 ， 在 ADC0809 进行 A/D 转换 
期 间 ，EOC =0，A/D 转换 结束 
时 EOC 上 升 为 高 电 平 。EOC 经 
反 向 器 向 后 加 到 8031 的 ITN1 图 7-12 Vm 和 Wo 关系 
作为 中 断 请 求 信号 。ADC0809 的 时 钟 由 8031 的 ALE 信和 号 经 两 次 
D 触发 器 的 二 分 频 后 得 到 , 设 8031 的 fosc = 12MHz， 则 
ADC0809 的 CLOCK 是 500kHz， 保 证 了 ADC0809 的 正常 工作 。 

B 打印 及 LED 显示 电路 

打印 及 LED 显示 电路 如 图 7 - 13 所 示 。 显 示 电 路 通过 选择 
串 行 输入 显示 接口 芯片 MC14499 实现 。MC14499 是 一 种 高 集成 
度 的 串 行 输入 、BCD 码 一 一 十 进 制 译 码 驱 动 显示 器 专用 芯片 ， 
采用 动态 扫描 方式 直接 驱动 4 个 LED 数码 管 。 它 集 锁 存 、 译 码 、 
了 驱动、 扫描 、 时 钟 于 一 体 ,需要 的 辅助 电路 简单 ， 只 需 外 接 一 个 
电容 即 可 ， 接 口 电 路 仅 需 3 LO 接口 线 。MC14499 与 单片机 的 
数据 传送 采用 串 行 同步 方式 ， 占 用 单片机 软件 资源 少 ， 不 需 再 外 
加 电路 即 可 与 单片机 协调 工作 ， 使 用 灵活 方便 。 其 芯片 管 脚 图 可 
参阅 文献 。 打 印 机 选择 TP - pP16A 微型 智能 打印 机 ， 采 用 查询 


Vop ENCLK D 
OSC 1 bo 
MCI4499 站 bo 
ABCDEFGDP 
001 T T I BEBB 
81818 
8 


7-13 打印 及 显示 电路 
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方式 与 单片机 相连 接 。 
7.2.3 软件 设计 


本 系统 程序 包括 主 程序 、 定 时 /计数 器 TO 中 断 服务 子 程序 、 
外 部 中 断 源 INTO 中 断 服务 子 程序 几 部 分 。 主 程序 完成 系统 自 检 
及 其 工作 状态 的 初始 化 。TO 工作 在 方式 2 计数 方式 ， 计 数 器 初 
始 值 为 OFFH， 每 当 计 数 器 加 1， 计 数 器 就 产生 溢出 标志 ， 向 
CPU 请 求 中 断 ， 同 时 ， 计 数 器 自动 装 入 初 值 ， 为 下 一 次 中 断 做 
好 准备 。 在 CPU 响应 TO 的 中 断后 ， 在 中 断 服务 程序 完成 对 周期 
计数 器 的 加 1 操作 ， 并 在 数码 管 上 将 当前 周期 显示 出 来 。 
ADC0809 与 CPU 间 通 过 中 断 方式 进行 通讯 。 每 当 ADC0809 转换 

.结束 时 ， 向 CPU 的 INTO 发 出 中 断 ，CPU 在 中 断 响应 程序 中 将 
A/D 转换 结果 读 出 并 保存 ， 经 过 量程 变换 后 以 曲线 形式 打印 出 
来 。 


7.2.4 力 传感器 的 制作 


传感器 采用 圆 环 式 ， 如 图 7 - 14 所 示 。 

在 图 7 - 14 所 示 位 置 粘贴 
4 片 应 变 片 ， 组 成 惠 斯 顿 电 桥 。 
应 变 片 的 电阻 为 1200 ， 灵 敏 度 
系数 为 2. 1。 人 们 称 此 形状 的 
传感器 为 测 力 环 。 测 力 环 采用 
65 号 钢 制 作 ， 经 840Y WE, 
又 经 300 ~ 400< 回 火 ， 获 得 较 
好 的 弹性 ， 使 测 力 环 本 身 有 很 
高 的 抗 疲劳 性 能 。 测 力 环 的 辟 
厚 的 选择 对 传感器 的 敏感 度 有 图 7 -14 测 力 圆 环 
很 大 影响 。 壁 太 厚 则 灵敏 度 差 ， 传 感 器 输出 的 信号 微弱 ， 难 以 拾 
取 ; 壁 太 薄 ， 灵 人 敏 度 虽然 高 了 ， 但 弹性 变形 过 大 则 弹性 后 效 大 ， 
本 身 抗 疲劳 性 能 差 ， 造 成 传感器 信号 的 不 准确 。 因 此 测 力 环 的 壁 
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厚 应 根据 被 测 压力 或 拉力 的 量程 进行 选择 。 表 7 -5 示 出 实际 测 
定 的 46mm、 宽 18mm 弹性 钢 环 的 壁 厚 与 外 加 6V 电压 时 电 桥 输 
出 信号 灵敏 度 之 间 的 关系 。 


表 7-5 4h6mm、 宽 18mm 钢 环 的 壁 厚 与 灵敏 度 关系 


ri 可 
6V 激 居 时 桥 输出 信号 灵 铀 度 /mv te | 023 | 17 


注 : lkgf=9.8N。 
7.2.5 夏利 车 开门 力 疲劳 实验 结果 


将 此 系统 应 用 于 夏利 车 开关 门 受 力 分 析 ， 对 其 所 受 拉力 和 压 
力 进行 采样 ， 以 曲线 的 形式 打印 出 来 (图 7 -15) ,每 开关 10000 
个 周期 后 ， 记 录 两 个 周期 内 的 力 的 变化 并 打印 曲线 ， 共 进行 四 
次 ， 即 1、2 个 周期 ，10001、10002 个 周期 ，20001、20002 个 周 
期 和 30001、30002 个 周期 的 受 力 曲线 图 。 通 过 曲线 图 ， 不 仅 可 
以 分 析出 车 门 开 关 过 程 中 拉手 受 力 情况 ， 知 道 所 受 压力 和 拉力 的 
最 大 值 及 其 出 现 的 位 置 ， 而 且 可 以 得 出 车 门 拉手 的 疲劳 情况 ， 可 
以 知道 车 门 拉 手 的 性 能 指标 。 


200 
图 7-15 第 一 次 和 最 后 一 次 记录 受 力 曲线 
从 实验 结果 可 知 ， 四 次 曲线 图 的 形状 基本 一 致 ， 即 车 门 拉手 


的 抗 疲劳 性 能 高 ， 有 较 好 的 稳定 性 和 耐用 性 ， 因 此 可 以 投入 实际 
生产 。 
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` 许多 机 械 或 机 爸 依靠 弹簧 将 零件 或 部 件 压 紧 在 摩擦 面 上 ， 
在 牵引 力作 用 下 使 其 在 摩擦 面 上 做 相对 滑动 。 例 如 电机 的 电 刷 
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与 转子 间 、 内 燃 机 中 气门 顶 杆 与 凸轮 间 的 相对 滑动 都 属于 这 种 
情况 。 只 不 过 牵引 力 表现 为 转子 或 曲柄 的 转 抢 以 推动 它们 相对 
运动 。 转 子 上 导电 环 与 绝缘 环 差别 表现 为 不 同 的 摩擦 系数 以 及 
表面 上 微小 的 高 度 差 ， 凸 轮 形状 的 变化 表现 为 弹簧 受 压缩 不 同 
导致 气门 顶 杆 对 凸轮 的 挤 压力 不 同 以 及 挤 压力 与 凸轮 面 法 向 角 
度 的 变化 。 这 些 都 会 导致 牵引 力 或 牵引 扭矩 的 变化 ， 相 对 转子 
驱动 齿轮 箱 或 其 他 从 动 部 件 或 曲轴 驱动 活塞 运动 来 说 ， 这 一 变 
化 是 微不足道 的 。 例 如 ， 各 种 车 辆 的 刹车 都 是 依靠 弹簧 抱 紧 摩 
擦 片 而 引起 制 动 作 用 的 。 当 抱 紧 力 不 够 时 ， 车 轮 仍然 可 以 运 
动 ， 表 现 为 车 轮 惯 性 力 引 起 牵引 作用 。 与 前 两 种 情况 不 同 ， 这 
时 它 便 起 主要 作用 了 。 各 种 弹簧 锁 门 关闭 时 门 的 推力 也 是 门 与 
弹簧 舌 间 的 相对 运动 的 牵引 力 ， 它 与 锁 舌 的 倾角 及 弹簧 的 刚性 
有 关 。 这 些 都 是 属于 本 书 所 讨论 的 范畴 。 本 书 以 汽车 门 二 限 位 
器 为 例 ， 研 究 滑 块 在 滑 片上 相对 运动 时 牵引 力 与 滑 片 摩擦 面 形 
状 、 摩 擦 系数 间 的 关系 ， 从 理论 得 出 一 个 计算 公式 ， 并 从 试验 
中 得 出 验证 。 


7.3.1 牵引 力 公式 
7.3.1.1 模型 


设 摩擦 面 为 一 柱 面 : y =f(x)， + 
如 图 7 -16 BUR, x 和 y 分 别 为 
横 坐 标 和 纵 坐 标 。 弹 簧 作用 于 
滑 块 上 的 挤 压 力 为 P(x), 沿 y 
方向 。 曲 面 对 滑 块 的 压力 ( 支 
反 力 ) 为 F,(x)，, 沿 曲面 的 法 
向 。 摩擦 力 f(x) 沿 曲面 的 切 
向 : fx) =nF,(x), n 为 摩擦 ”一 
系数 。F(*) 为 作用 于 滑 块 上 图 7-16 受 弹簧 的 挤 压 的 滑 块 
沿 x 方 向 的 牵引 力 。 当 滑 块 滑 与 摩擦 面 上 的 牵引 
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动 很 慢 时 ， 可 以 写 出 x 与 7 方向 的 力 平衡 : 


% 方 向 : 下 一 /cosg — F,,sin0 =0 
7 方向 : — P + F,cos0 -fsing =0 
代入 Kx) 后 ， 可 解 出 牵引 力 F(x) 为 : 
+tan( 0) "+ 
n 
F(x) = 本 ntan(0) (*) ° 一 (7-10) 
dx 
弹簧 的 挤 压力 P(x) 与 曲面 * 点 的 纵 坐标 y(x) 关系 为 : 
y(x) =kP(x) (7-11) 
有 为 弹簧 的 刚度 系数 ， 将 式 7 -11 代入 式 7-10， 于 是 有 : 
_y(z)r n+tan(0 
a s pasal (7-12) 


可 以 看 出 ， 当 "(号 趋 近 于 1 时， 牵引 力 F(x) 无 穷 大 ， 滑 块 


便 不 可 能 被 拉动 。 表 7 -6 中 列 出 对 应 不 同 摩擦 系数 时 的 滑动 
曲面 的 极限 坡度 dy/dx 和 坡 倾角 9。 


表 7 -6 对 应 不 同 n 时 的 极限 坡度 dy/dx 和 坡 倾角 0 


因此 我 们 限定 讨论 dy/dx << 1 的 情况 ， 即 滑 块 可 在 摩擦 斜面 
上 被 牵引 拉动 的 情况 。 此 时 可 忽略 ndy/dx 项 。 于 是 式 7 -12 就 
简化 为 : 


F(x) = 


过 
dx 


n+ (7-13) 


对 上 式 进行 微 商 ， 可 得 ; 
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联 立 式 7 -13 和 式 7-14， 即 有 : 


FG) -yo |], (x) 
, _ dy = 2 2 
re) <|" |) ocs: 


7.3.1.2 刚度 系数 政和 摩擦 系数 严 
由 上 面 代数 方程 可 以 解 出 刚度 系数 上 和 摩擦 系数 n: 


Ws) — -v@)| | Fo) -ya 
本 dy | (7-15a) 
dy dy d | FG) —— 
[x ty) 2 a 上 
Fo SG) F(x) -y(z) 
n= a 2 ay | (7-15b) 
F'(a) (2) +y FG). y 


对 dzy/dx? =0 的 曲面 上 的 的 点 来 说 ， 上 述 方程 又 可 简化 为 : 


SG) -yG)| | F(z) -y() 


= (P) 和 + pts) -外 (7-16a) 
dx dx 
F(x) 9) F(x) -y(x) 
n= | dy (7 -16b) 
F'(x) (z L 08) — 


行列 式 中 各 元 素 可 以 从 摩擦 面 曲线 y(x*) 和 牵引 力 F(x) 的 
实际 测量 结果 获得 。 


7.3.2 实例 


设 摩擦 面 曲线 为 反正 切 函 数 y = y,,/2 + aretan(2x/1) 曲线 ， 
如 图 7 -174 所 示 。 这 一 例子 与 我 们 试验 研究 的 汽车 车 门 二 限 位 


7.3” 靠 弹 策 压 紧 的 滑动 体 率 引 力 与 摩擦 面 形状 关系 研究 | 179 


器 的 滑动 摩擦 面 (图 7 -18) 的 部 分 线段 相符 。 图 7 -17 中 还 示 
出 F(xz) .及 其 导数 F (x) 与 * 之 间 的 关系 。 


图 7-17 各 物理 量 与 x 的 关系 图 


F'(z) -zi b—F(z) una 
s x) “3; x) ~x; c = x; ~x 
Fm rj 


lmm 
m 


7-18 汽车 门 二 限 位 器 示意 图 
《起 伏 比例 夸大 ) 
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7.3.3 试验 


我 们 设计 制造 出 汽车 开门 的 二 限 位 器 的 疲劳 试验 台 ， 并 用 弹 
性 钢 环 测 力 计 测 出 尼龙 滑 块 和 冷 轧 滑 片 之 间 的 牵引 力 随时 间 的 变 
化 曲线 ， 如 图 7 -19 所 示 (有 关 电 路 软 硬 件 可 见 7. 1 节 ) ， 并 用 
打印 机 输出 。 由 于 测 力 计 安 装 在 连 杆 上 ， 门 二 限 位 器 安装 在 摆 杆 
上 ， 考 虑 到 力 臂 以 及 连 杆 与 摆 杆 之 间 的 角度 ， 再 将 测 出 的 牵引 力 
曲线 转化 成 实际 牵引 力 曲 线 ， 如 图 7 -20 所 示 。 图 7 -20 中 记录 
的 是 每 一 个 循环 的 力 变 化 曲线 ， 每 一 循环 又 由 向 左 牵 引 (M H 
受 张力 ) 和 向 右 牵 引 ( 滑 片 受 压力 ) 所 组 成 ， 时 间 上 是 连续 进 
行 的 。 力 传感器 上 受 力 正好 相反 。 曲 线 峰 向 下 时 代表 力 传感器 受 
压 ( 负 值 )， 曲 线 峰 向 上 时 受 拉 伸 ， 表 明 牵 引 方向 相反 。 由 图 
7 -20 曲 线 峰 - 峰 间 为 2F =252N 以 及 图 7 -18 ri y ~x 向 的 几何 
尺寸 ， 可 以 测 出 以 上 各 量 : 


0 1234567 8 
图 7 -19 传感器 测 得 的 力 变化 曲线 


š 


图 7 -20 传感器 测 得 的 力 折 算 为 滑 块 牵引 力 变化 曲线 


252 
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F = 126N, F' = 126/10 = 12.6N/mm, X. y, = 2mm, | = 
10mm，dy/dx 可 由 摩擦 面 反正 切 曲 线 假设 求 得 : 


(0 = 各 21 -0.025， 将 上 述 各 量 代入 式 7-15、 式 
dx GD) f 人 
7-16， 可 得 
0.025x2 -2 126 -2 
-|(0.127)2 -0.127 | _0, 127 | “2: 8 x10 ”mm/N 
s> 0.025 x2 中 区 =2: [Las 
12.6 (0.127)2| ` 112.6 -0.127| ` 


上 面 所 得 的 摩擦 系数 与 工程 塑料 与 钢 之 间 的 实际 值 相符 。 我 
们 又 将 所 得 计算 结果 用 于 计算 该 限 位 器 滑 块 在 第 二 个 弯曲 小 滑 道 
上 的 牵引 力 。 该 弯曲 滑 道 的 特征 尺寸 为 y =lmm，!= 10mm。 现 
将 计算 结果 列 成 表 7 -7， 并 画 成 图 7 -21 中 的 曲线 ， 可 以 看 出 
在 第 二 个 小 弯曲 滑 道上 滑 块 的 牵引 力 与 其 位 置 关系 。 


表 7 -7 二 限 位 器 小 硒 道 上 滑 块 的 牵引 力 计 算 值 与 位 置 的 关系 


3 5 

=i 区 入 3l 

x | 2 > 
0.751 0.87 -1| 0.751 | 0.50 | 0.251 |0.15 -0 
0.032 | 0.013 | -0. 033| -0.064| - 0.032] - 0.013 
25.8 | 24.1 | 11.1 | 3.07 | 3.07 | 3.07 

24 tok 
Z 16 Ë os 
š < 


=l 0 1 21 加 | K] I rm 3 
图 7 -21 汽车 门 的 二 限 位 器 小 变 道 特征 尺寸 (7) ( 右 ) 及 牵引 力 
曲线 严 ( 左 ) 在 1=10mm 滑 道 全 程 上 的 分 布 
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最 大 牵引 力 为 26N。 这 仅 为 大 弯 道 上 最 大 牵引 力 的 1/5。 这 
与 实际 测 得 的 牵引 力 曲线 相符 。 也 就 是 说 ， 由 于 滑 片 表面 有 两 个 
不 同 坡度 的 弯曲 曲线 ， 使 滑 块 通过 这 两 个 滑 道 时 需要 不 同 大 小 的 
牵引 力 。 这 样 ， 滑 块 能 稳定 处 在 牵引 力 为 零 的 谷 点 ， 使 车 门 开启 
有 两 个 限 位 和 一 个 关门 位 置 。 


7.3.4 小 结 


通过 理论 推导 得 到 了 滑 块 在 摩擦 面 上 的 牵引 力 与 其 上 施加 挤 
压 作用 的 弹簧 的 刚度 系数 及 摩擦 面 形 状 曲 线 的 特征 量 之 间 的 关 
£: 


ndy/dx <<1 时 ， F(x) =T(n +dy/az)y(z) 


依 上 面 公式 ， 由 汽车 门 二 限 位 器 试验 装置 测 得 的 摩擦 面 的 牵 
引力 曲线 的 特征 量 数 据 反 演 得 到 弹簧 的 刚度 系数 和 摩擦 副 的 摩擦 
系数 ， 与 报道 的 摩擦 系数 值 基本 一 致 。 又 利用 所 得 到 的 该 系数 计 
算出 二 限 位 器 上 另 一 小 坡度 摩擦 面 上 的 牵引 力 变化 曲线 及 峰值 与 
试验 曲线 一 致 。 说 明理 论 模型 与 试验 结果 相符 。 


7.4 轿车 门 二 限 位 器 疲劳 试验 平台 
7.4.1 引言 


车 门限 位 器 对 汽车 来 讲 算 不 上 重要 部 件 。 但 是 对 其 有 一 个 要 
求 ， 一 台 轿 车 运行 几 十 万 千 米 ， 数 年 的 寿命 ， 别 的 易 损 件 可 以 调 
换 。 而 车 门 的 限 位 器 则 要 求 随 轿车 终身 使 用 ， 不 再 调换 ， 因 此 疲 
劳 试验 便 特 别 重要 。 假 设 按 每 天 开门 30 次 计 ， 即 滑 片 拉 、 压 往 
复 30 次 , 10 年 内 就 拉 压 10 x 104 次 。 因 此 要 保证 10 x 104 次 拉 
压 滑 片 不 疲劳 破 断 。 

本 节 就 我 们 开发 的 车 门 二 限 位 器 的 疲劳 试验 平台 做 一 个 介 
绍 。 车 门 的 二 限 位 器 的 作用 是 将 车 门 开启 大 小 限于 两 个 位 置 。 门 
开 大 时 便于 人 上 车 ， 下 车 。 门 开 小 时 防止 突然 开 大 。 如 图 7 - 22 
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所 示 的 二 限 位 器 由 两 冷 轧 滑 片 对 接 而 成 。 滑 片 的 缝隙 使 其 琶 合 宽 
度 变 化 ， 出 现 三 个 最 小 宽度 无 缝隙 ) 和 两 个 最 大 宽度 (缝隙 
最 大 ) 。 滑 片 在 滑 块 框 的 中 间 开 孔 中 滑动 。 开 孔 中 有 工程 塑料 直 
接 与 滑 片 接触 压 紧 。 开 门 时 滑 片 与 滑 块 克 服 挤 压力 及 其 造成 的 摩 
擦 力 而 做 功 并 做 相对 滑动 。 当 滑 块 处 于 0、2 位 置 时 ， 即 波纹 的 
谷 点 ， 滑 片 的 缝隙 最 少 ， 此 时 滑 块 处 于 稳定 位 置 ， 车 门 开 启 大 和 
小 ， 两 个 位 置 都 很 稳定 。 这 就 是 二 限 位 器 的 基本 原理 。 开 门 和 关 
门 时 ， 给 滑 片 以 作用 力 。 假 如 最 初 位 置 为 0， 若 滑 块 框 向 4 点 滑 
动 ， 则 滑 片 受 张力 。 当 滑 块 在 1 点 时 所 受 张力 最 大 。 在 3 点 时 所 
受 张力 较 大 。 这 与 我 们 力 传感器 测 到 的 力 变化 曲线 (图 7 -23) 
的 趋势 是 一 致 的 ， 图 7 -23 中 将 张力 记 为 负 。 当 滑 块 由 4 点 向 8 
点 滑动 时 ， 滑 片 受 压缩 力 ， 其 变化 曲线 也 示 于 图 7 -23 中 ， 图 中 


= Se i i 


0 1 P 3 4 拉 伸 Wk 滑 片 


人 1 23 s6 7 


图 7-23 传感器 测 得 的 力 变化 F, -上 曲线 
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将 压缩 力 记 为 正 ， 由 4 经 5、6、7 到 8 点。 在 5 点 有 小 峰 , 在 6 
点 有 谷 点 , 在 7 点 出 现 最 大 值 。 当 滑 块 第 二 次 由 0 点 到 4 点 ， 再 
由 4 点 到 8 点 ， 滑 片上 受 的 力 就 往复 循环 ， 图 7 -23 也 示 出 第 二 
个 循环 中 力 的 变化 。 值 得 注意 的 是 由 8 点 到 0 点 的 变化 ， 这 是 由 
于 滑 片 受 力 由 压缩 变 为 拉 伸 时 突变 引起 力 的 波纹 。 不 像 4 点 处 滑 
片 长 ， 变 化 平缓 。 另 外 ， 还 可 以 看 到 滑 块 由 0 点 到 1 点 与 1 点 到 
2 点 时 力 的 变化 是 不 一 样 的 ， 这 是 因为 由 0 点 到 1 点 是 疏 坡 ， 而 
1 点 到 2 点 是 下 坡 ， 挤 压力 的 水 平分 量 及 摩擦 力 的 变化 是 不 同 
的 。 这 也 取决 于 滑 片 自身 的 结构 形状 的 不 对 称 性 。 当 滑 块 由 6 谷 
点 位 置 到 峰 点 7 位 置 时 是 仆 坡 ， 而 由 7 峰 点 到 8 谷 点 是 下 坡 ， 可 
以 看 到 下 坡 时 压缩 力 “ 陡 降 ”的 情况 。 


7.4.2 疲劳 实验 平台 机 械 结 构 


本 实验 平台 采用 恒 转 速 电机 驱动 曲柄 连 杆 机 构 带动 滑 块 框 相 
对 滑 片 运动 ， 如 图 7 - 24 所 示 。 减 速 箱 输出 转速 为 12xmin， 即 
每 一 循环 ， 周 期 为 ss， 也 就 是 滑 块 相 对 滑动 5s 拉 压 一 次 。 设 计 
尺寸 如 下 : 摆 杆 的 长 度 D = 400mm， 滑 块 到 摇摆 中 心 长 度 为 
100mm， 即 力 臂 比 为 4:1。 连 杆 总 长 度 为 1=560mm， 其 中 有 力 传 
感 器 。 曲 柄 半径 R=170mm。 电 机 中 心 与 摇摆 中 心 高 差 h = 
170mm， 而 两 中 心 的 水 平 距离 L =490mm。 


图 7 -2 曲柄 连 杆 机 构 示意 图 


设 曲 本 的 转角 为 p (图 7 -24) ， 此 时 摆 杆 的 摆 角 为 9 ( 向 右 
净 ) ， 连 杆 与 摆 杆 之 间 的 夹 角 为 a, 根据 几何 关系 ， 可 以 得 到 : 
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(1) 由 图 7 -24 得 到 如 下 关系 : 
Reosp + lsin(a + 0) — Dsin0 = L 
(2) 由 三 角形 余弦 定理 得 到 如 下 关系 : 
[ L -— Reosg + (h + Rsing) tan0 ]2 


h + Rsing 
=Ë +[D - (h + Rsing)/cos0 ]2 —21( D - 


) cosa 
Cos 


由 上 面 两 式 用 数值 求解 的 方法 可 以 得 到 6 =f(e) 和 a = 
8(9) 之 间 的 关系 。 连 杆 与 摆 杆 之 间 的 夹 角 为 a， 并 不 始终 与 摆 
杆 保持 90"， 因 此 ， 连 杆 上 加 传感器 所 测 力 F, 与 限 位 器 滑 片上 的 
受 力 下 之 间 的 关系 应 为 : 


FiDsina = FD, ( 准 静态 力矩 平衡 关系 ) 
F _ Dsina _ 
所 以 m= ph?) 
其 中 代入 a=g(g) 关系 。 
图 7 -25 中 示 出 所 与 9 之 间 的 关系 。 从 而 可 由 测 到 的 力 F, — 


(图 7 -23)， 可 以 计算 出 F-i 之 间 的 关系 ， 如 图 7 -26 所 示 。 


| L 1 L 
50 100 150 20 250 30 
@/(°) 


图 7-25 元 与 9 之 间 的 关系 
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256N 


图 7-26 -i 之 间 的 关系 


7.5 一 种 扭矩 传感器 的 无 线 数据 传输 系统 
7.5.1 引言 


在 一 些 测量 领域 ， 人 们 迫切 地 需要 一 种 能 够 进行 无 线 数据 传 
送 让 使 用 者 方便 观察 的 仪表 。 例 如 : 当 传感器 安装 在 转动 或 运动 
部 件 上 时 ， 如 何 将 传感器 测 得 的 信号 传输 到 固定 的 显示 仪表 或 工 
作 站 中 将 成 为 人 们 不 得 不 去 解决 的 难题 。 为 了 适应 这 些 要求 ， 我 
们 设计 了 这 种 传感器 输出 信号 无 线 数据 传输 仪表 。 该 扭矩 传感器 
数据 无 线 传输 仪表 具有 如 下 功能 : 零点 自 补 偿 ， 线 性 校正 ， 独 立 
编码 ， 无 线 数据 发 送 ， 传 输 与 接收 ， 远 程 ( 几 十 米 外 ) ，LED 显示 。 


7.5.2 系统 设计 方案 


系统 的 整体 构成 如 图 7 -27 所 示 。CPU 选用 ATMEL 公司 的 
89C51, 它 是 CMOS 器 件 ， 节 能 ， 自 己 带 有 4K 片 内 FLASH 
ROM, 无 需 外 扩 程 序 存储 器 ， 有 利于 缩小 电路 的 体积 。A/D 转 
换 器 件 选用 4 位 半 双 积分 型 A/D 转换 器 件 ICL7135， 它 具有 4 位 
BCD 码 扫 描 输 出 ， 有 利于 软件 编程 ， 它 相当 于 14 位 二 进 制 数 的 
分 辨 率 ， 精 度 高 。 编 、 解 码 器 选用 PT2262、PT2272， 这 是 一 对 
于 控 编 、 解 码 器 芯片 。PT2262 配合 无 线 发 射 模块 F05C 使 用 。 
PT2272 配合 无 线 接收 模块 J04E 使 用 。 


7.5 一 种 捏 矩 传感器 的 无 线 数据 传输 系统 | 187 


7-27 系统 的 整体 构成 图 


7.5.3 ”发 射电 路 及 软件 流程 图 


发 射电 路 如 图 7 -28 所 示 。 它 主要 由 A/D 转换 器 件 ICL7135、 
AT89C51、 编 码 器 PT2262 组 成 。 本 电路 独到 之 处 是 : ICL7135 
和 AT89C51 之 间 共 用 了 6 根 信 号 线 , 没有 接 个 、 十 、 百 、 千 、 
万 位 的 选 通信 号 输出 端 D1 ~ D5， 而 是 利用 时 序 中 的 特点 结合 软 
件 得 到 了 5 位 的 BCD 码 输出 ， 节 约 了 5 根 线 。 电 路 中 采用 正 负 
电源 变换 器 TC7660 得 到 - 5SV， 供 ICL7135 的 负电 源 使 用 。 
AT89C51 的 ALE 脚 信 号 经 过 分 频 供 ICL7135 的 时 钟 输入 端 CLK。 
前 端 放大 器 选用 市 场 上 常见 仪表 放大 器 AD623 ， 前 端 扭 矩 传 感 器 
部 分 采用 惠 斯 顿 电 桥 ， 该 扭矩 传感器 的 检测 敏感 元 件 是 电阻 应 变 
桥 。 将 专用 的 4 片 测 扭 应 变 片 用 105 胶 与 圆柱 母线 各 成 45"， 粘 
贴 在 该 弹性 轴 套 表面 上 以 组 成 惠 斯 顿 电 桥 (与 图 7 - 14 力 传 感 
器 的 桥 臂 电阻 贴 的 方向 不 同 ， 后 者 与 周 向 成 0" ， 即 与 周 向 平行 。 
而 且 圆 环 受 径 向 力 ， 而 前 者 受 没 圆周 的 扭矩 力 ) ， 只 要 向 应 变 电 
桥 提 供电 源 即 可 测 得 该 弹性 轴 受 扭 的 电信 号 ， 然 后 将 该 应 变 信号 
放大 。 传 感 器 电路 部 分 在 工作 时 ， 由 外 部 电源 向 传感器 提供 
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INTI 中 断 程序 : 


将 7135 输 出 的 BCD 
码 送 入 单片机 RAM 


等 待 中 断 , 取 5 次 
BCD 码 Ë 
万 位 到 个 位 的 ， 


BCD 码 取 完了 ? 


是 


PT2262 依 次 发 射 头 信号 (0CH)\ 千 、 
百 ` 十 ,个 、 尾 信号 (0AH) 


图 7 -28 发 射电 路 


+5V 电源 ， 当 弹性 轴 受 扭 时 ， 应 变 桥 检测 到 的 mV 级 应 变 信 号 
通过 仪表 放大 器 AD623 将 其 放大 成 1V 左右 的 强 信和 号， 再 通过 
A/D 转换 器 ICL7135 变换 成 BCD 码 信 号 。 为 降低 放大 器 AD623 
输入 信号 的 共 模 电压 ， 电 桥 与 +5V 间 串 接 R1 电阻 。ICL7135 是 
美国 英 特 西 尔 公 司 生产 的 高 准确 度 、 通 用 型 单 片 CM0S4 位 半 
A/D 转 换 器 。 它 采用 DIP - 28 封装 ， 各 管 脚 功能 如 下 : V+ 接 + 
5V 电源 ; V- 接 -5SV 电源 ; GND: 数字 地 ; CLK: 时 钟 信号 输 
和信 端 。 本 电路 中 采用 125kHz， 由 工作 于 6MHz 的 AT89C51 的 
ALE 脚 信号 经 过 8 分 频 得 到 。D1 ~ D5: 分 别 为 个 、 十 、 百 、 千 、 
万 位 的 选 通 信号 输出 端 ， 按 照 先 高 位 、 后 低位 的 顺序 输出 选 通 脉 
冲 。B1 ~ B4: BCD 码 输出 端 。 输 出 数据 与 位 选 通信 号 保持 同步 。 
当 位 选 通信 号 D5 = 1 时 ， 输 出 万 位 数据 ; D4 =1 时 ， 输 出 千 位 
数据 。 以 此 类 推 。 万 位 仅 能 输出 0 或 1， 其 他 位 可 以 输出 0 ~ 9， 
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超 量程 时 各 位 输出 均 为 零 。 本 电路 中 将 它们 接 P1.0 ~ P1.3。 
OR: 超 量程 信号 输出 端 ， 当 输入 信号 超过 测量 范围 时 ，OR 变 为 
高 电 平 ， 考 虑 到 本 仪器 实际 情况 ， 此 脚 未 用 。UR: 欠 量 程 信和 号 
输出 端 ， 当 显示 值 小 于 满 量程 的 9% 时 ，UR 输出 高 电 平 ， 此 脚 
未 用 。STR: 数据 选 通 输出 端 ， 在 每 个 A/D 转换 周期 开始 时 ， 
STR 端 产生 5 个 脉冲 宽度 等 于 1/2 时 钟 周期 的 负 脉冲 ， 分 别 对 应 
于 5 个 位 选 通信 号 的 1⁄2 脉 宽 处 。 我 们 设计 的 电路 中 将 它 与 
89C51 的 外 部 中 断 INT1 相连 ， 正 好 利用 此 端 信号 的 下 降 沿 产生 5 
次 中 断 ， 把 各 位 BCD 码 数据 传输 到 内 部 RAM 中 ， 以 供 发 射 使 
用 。BUSY: 忙 输出 端 ， 用 来 指示 A/D 转换 正在 进行 ， 在 积分 过 
程 中 BUSY 为 高 电 平 ， 在 自动 调 零 阶段 为 低 电 平 。RAH: 运行 / 
保持 控制 端 ， 此 端 接 高 电 平 或 悬空 时 能 自动 完成 A/D 转换 ; 接 
低 电 平时 读数 保持 不 变 ， 直 到 R/H 端 又 恢复 高 电 平时 才能 改变 
读数 ， 在 保持 期 间 ，A/D 转换 照常 进行 。 电 路 中 将 它 与 89C51 
的 P3. 4 相连 ， 利 用 程序 将 此 端 信号 周期 性 地 置 高 电 平 ， 以 周期 
性 地 启动 A/D 转换 ， 完 成 A/D 转换 ， 等 待 RMH 产生 的 5 次 下 降 
沿 。POL: 信和 号 极 性 输出 端 ， 正 信号 时 输出 高 电 平 ， 负 信号 时 输 
出 低 电 平 。VREF + : 基准 电压 端 ， 因 为 正 向 积分 时 间 (T1) 为 
10000 个 时 钟 周期 ， 而 反 向 积分 时 间 (T2) 最 长 为 20001 个 时 钟 
周期 ， 即 12 =2T1， 所 以 ICL7135 的 基准 电压 等 于 满 量程 电压 的 
一 半 ， 即 VREF = 1/2VM。 本 电路 中 采用 1V 基准 电压 ， 由 精密 
电位 器 分 压 得 到 。CREF + 、CREF - : 外 接 基 准 电容 端 。IN + 、 
IN - : 模拟 电压 输入 端 ， 分 别 接 被 测 电压 的 正 负 端 。CAZ: 外 接 
自动 调 零 电容 端 。BUF: 缓冲 放大 器 的 输出 端 ， 接 积分 电阻 
RINT， 此 电阻 值 的 大 小 影响 输入 电压 的 范围 , 在 -2 ~ +2V 时 ， 
应 当 用 100kQ 电阻 ， 我 们 曾 用 10kQ 电阻 做 实验 ， 发 现 只 能 对 于 
-0.2~ +0.2V 范围 的 输入 电压 进行 转换 ， 因 此 ， 本 电路 采用 
100kQ 精密 电阻 。INT: 积分 器 输出 端 ， 接 积分 电容 CINT。 在 
实际 应 用 中 ， 我 们 发 现 ICL7135 的 输出 并 不 是 完全 线性 的 ， 非 
线性 误差 主要 是 由 积分 电容 存在 漏电 阻 引起 的 。 除 了 采用 软件 
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方法 处 理 外 ， 本 电路 采用 了 0. 47pF 聚 丙烯 积分 电容 。 单 片 机 
89C51 将 采集 来 的 BCD 码 ， 通 过 P1 口 送 给 PF2262 ， 经 过 发 射 
模块 F05C 发 射出 去 。PT2262 是 遥控 编码 电路 ， 把 数据 和 管 脚 
址 通过 编码 形成 串 行 码 ， 用 于 RF 模式 。PT2262 有 最 多 可 达 
12bit 的 三 态 地 址 管 脚 ， 可 提供 531、441 地 址 码 ， 大 大 减低 了 
任何 错 码 和 串 码 的 可 能 性 。 本 电路 中 用 A0 ~ A7 作 地 址 管 脚 ， 
可 分 别 置 为 “0”"、“1” 或 “f”( 蕙 空 ) ， 共 可 提供 6561 个 地 
址 码 ， 批 量 生 产 时 可 以 保证 6561 个 同型 产品 互 不 干扰 。TE 为 
允许 发 射 端 ， 低 电 平 有 效 ， 当 此 管 脚 被 单片机 置 成 低 电 平时 ， 
PT2262 从 Dout 端 送出 编码 的 波形 。0SC1 和 0SC2 两 端 外 接 一 
个 3MO 电阻 ， 给 2262 提供 近 50kHz 的 基本 振荡 频率 。 为 了 解 
决 可 能 出 现 的 无 线 通信 中 的 差错 问题 ， 保 证 要 发 送信 息 的 完整 
性 ,我 们 采用 自动 请 求 重 发 ARQ 方式 。 软 件 设 计 中 在 数据 的 开 
头 和 结尾 加 发 头 识 别 信 号 0CH (00001100) 和 尾 识 别 信 号 0AH 
(00001010) 作为 监督 码 元 ， 若 在 接收 端 检 测 出 错 码 ， 则 要 求 重 
发 , 仅 当 认为 接收 到 完整 的 一 帧 信息 时 ， 才 将 需要 的 4 位 BCD 
码 送 去 显示 ， 这 样 就 能 够 有 效 地 识别 无 效 信号 和 噪声 ， 正 确 地 接 
收 到 有 效 信号 。 


7.5.4 ”接收 电路 及 软件 流程 图 设计 


软件 流程 图 见 图 7 -27: 当 PT2272 确认 接收 到 有 效 信号 时 ， 
VT 变 为 高 电 平 ， 在 经 过 非 门 后 变 为 低 电 平 。 产 生 下 降 沿 ,使 
89C51 产生 中 断 。 将 接 到 的 BCD 码 送出 显示 。PT2272 的 OSC1 和 
0SC2 两 端 外 接 一 个 680kQ 电阻 ， 给 PT2272 提供 近 100kHz 的 基本 
振荡 频率 ,理论 值 要 求 PT2272 的 振荡 频率 要 比 PT2262 高 2.5 ~8 
售 。 本 例 用 的 数据 实践 证 明 是 可 行 的 。 软 件 流程 图 如 图 7 -29 所 
不 。 


7.5.5 结束语 
本 节 从 硬件 电路 的 设计 和 软件 设计 技巧 方面 叙述 了 我 们 在 研 
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PT2272 接 收 4 位 


PT2272 接 收 到 


正确 数据 了 吗 ? BCD 码 


7-29 软件 流程 图 


制 无 线 传输 扭矩 传感器 中 的 一 些 体会 。 在 研制 中 ， 我 们 充分 注意 
了 每 个 器 件 的 特点 ， 深 和 而 详细 分 析 了 有 关 器 件 的 时 序 特 性 ， 充 
分 利用 已 有 资源 ， 尽 最 大 限度 发 挥 器 件 的 性 能 ， 节 约 单片机 的 口 
线 ， 以 利于 仪器 的 进一步 升级 和 扩展 。 我 们 采用 无 线 数据 传输 ， 
可 以 解决 和 满足 不 同 用 户 的 实际 需求 ， 具 有 良好 的 现实 意义 和 发 
展 前 景 。 
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有 限 元 法 是 弹性 力学 中 的 一 种 重要 的 数值 解法 。 自 1960 年 
Cluohg 首次 定名 “有 限 单元 法 ”以 来 ， 这 种 求解 弹性 力学 问题 
的 方法 获得 了 突飞猛进 的 发 展 。 有 限 单元 法 的 发 展 借助 于 两 个 重 
要 工具 ; 在 理论 推导 方面 采用 了 甜 阵 方法 ， 在 实际 计算 中 采用 了 
电子 计算 机 ， 有 限 元 、 和 矩阵、 计算 机 是 三 位 一 体 的 。 由 于 有 了 现 
代 化 的 、 先 进 的 计算 工具 ， 有 限 单元 法 近年 来 以 惊人 速度 骤然 电 
起 。 

8.1 有 限 元 应 力 分 析 概 述 
8.1.1 原理 


实质 上 ， 有 限 元 方法 (FEM) 的 原理 是 “离散 求解 "。 有 限 
元 分 析 的 第 一 步 是 把 整个 由 连续 介质 组 成 的 固体 结构 分 成 数量 有 
限 的 指定 形状 单元 ， 它 们 之 间 依靠 单元 边 和 指定 的 所 谓 结 点 相互 
连接 。 单 元 几何 形状 的 种 类 一 般 从 大 多 数 商 业 程 序 提供 的 单元 库 
中 可 以 得 到 。 

一 旦 结构 被 分 隔 成 很 多 单元 〈 这 种 方法 被 称 为 离散 化 ) ， 就 
要 对 这 些 单元 而 不 是 整个 结构 执行 工程 分 析 。 在 单元 中 获得 的 解 
可 以 组 合 得 到 整个 结构 的 相关 解 。 

有 限 元 分 析 (FEA) 可 使 结构 离散 化 而 得 到 有 效 解 ， 这 需要 
遵循 两 个 原则 : 

(1) 在 结构 的 几何 形状 发 生 突变 的 部 分 应 划分 更 密 和 更 小 
的 单元 ， 因 为 它们 是 应 力 和 应 变 集中 发 生 的 地 方 。 

(2) 避免 使 用 高 长 宽 比 的 单元 。 长 宽 比 被 定义 为 同一 单元 
里 最 长 尺寸 与 最 短 尺寸 的 比例 ， 建 议 使 用 者 保持 长 宽 比 在 10 以 
FG 
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8 -1 表示 一 个 微型 压力 传感器 的 硅 片 /振动 膜 /约束 层 的 
离散 化 。 由 于 对 称 组 合 ， 所 以 硅 片 只 有 1/4 被 包括 在 有 限 元 分 析 
中 。 


8 -1 微型 压力 传感器 的 离散 化 


8.1.2 FEA 的 输入 信息 


具体 如 下 : 

(1) 一 般 信 息 : 

1) 结构 几何 形状 轮廓 。 

2) 建立 坐标 : x -y 平 面 , r -z 柱 坐标 , x -y -z 三维 几何 
空间 。 

(2) 进行 FE 网 络 化 。 为 了 自动 生成 网 络 ， 使 用 者 经 常 指定 
特定 区 域 里 结 点 和 单元 的 密度 。FE 分 析 的 信息 包括 : 结 点 数 、 
结 点 的 坐标 、 结 点 的 条 件 ( 例 如 约束 、 外 力 )、 单 元 数 、 单 元 说 
明 (例如 包含 的 结 点 ) 。 

(3) 输入 材料 属性 。 在 应 力 分 析 中 包括 约束 结 点 的 位 移 
(例如 x、y、z 三 个 方向 ) ， 指 定 结 点 的 集中 力 ， 或 者 在 指定 单元 
边界 面 的 压力 。 在 热传导 分 析 中 包括 输入 给 定 结 点 的 给 定 温度 ， 
或 者 在 指定 边界 面 上 的 热流 量 ， 或 者 在 指定 单元 表面 的 对 流 和 辐 
射 条 件 。 
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8.1.3 应 力 分 析 的 输出 信息 


具体 如 下 : 

(1) 结 点 和 单元 的 信息 。 

(2) 结 点 位 移 。 

(3) 每 个 单元 的 应 力 和 应 变 : 
1) 在 x、y 和 z 方 向 上 的 正 应 力 。 

2) 在 xy、xz 和 和 平面 上 的 切 应 力 。 

3) 正 应 力 和 切 应 力 。 

4) 最 大 和 最 小 主 应 力 。 

5) VonMises 应 力 ， 定 义 为 : 


5 = op) + (Gm -oo)2+(an -ae)2+ 


6(02, +02, +oz) ]12 
WB, z... s; fl oz= 分 别 是 沿 x. y fl z 轴 的 正 应 力 ; wy 、cz 
和 cz 分 别 是 单元 的 切 应 力 。VonMises 应 力 被 使 用 作为 多 轴 应 力 
条 件 的 等 效应 力 。 通 过 它 与 塑性 变形 中 的 届 服 强度 或 材料 断裂 时 
的 极限 抗 拉 强 度 相 比 较 。 


8.1.4 ”图 形 输出 


所 有 商用 有 限 元 分 析 程 序 都 提供 如 下 形式 的 图 形 输出 : 

(1) 结构 的 实体 模型 。 

(2) 使 用 者 输入 已 经 有 限 元 网 络 化 的 离散 的 实体 结构 ， 例 
如 图 8 -1 所 示 的 微型 压力 传感器 芯片 。 

(3) 结构 的 变形 或 没有 变形 的 实体 模型 。 

(4) 用 不 同色 彩 分 类 的 区 域 来 表示 指定 结构 平面 的 应 力 、 
应 变 和 位 移 的 分 布 。 

(5) 用 不 同色 彩 分 类 的 区 域 来 表示 其 他 要 求 输出 量 ， 例 如 
结构 的 温度 或 压力 。 
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(6) 在 指定 操作 条 件 下 用 动画 显示 结构 的 运动 或 变形 。 
8.1.5 总 评 


MEMS 和 微 系 统 工 业 广泛 采用 有 限 元 方法 (FEM) 进行 设计 
分 析 和 系统 仿真 。 但 是 ， 使 用 者 须知 道 一 些 与 MEMS 和 微 系统 
设计 分 析 仿真 有 关 的 特定 的 情况 : 

(1) 需要 知道 FEM 只 能 提供 被 分 析 问 题 的 近似 解 。 使 用 者 
灵活 地 使 用 有 限 元 程序 能 得 到 有 效 解 。 在 离散 化 模式 里 建立 适当 
载荷 和 边界 条 件 。 例 如 ， 压 力 加 载 需要 被 转换 成 相应 边界 面 上 适 
当 结 点 的 集中 力 。 

(2) 我 们 必须 确定 输入 材料 属性 的 可 靠 性 。 由 于 MEMS 和 
微 系统 工业 的 历史 相对 短暂 ， 所 以 缺乏 大 多 产品 材料 的 热 物 理性 
质 。 因 此 ， 提 醒 使 用 者 应 小 心 选 择 输入 到 有 限 元 分 析 中 的 材料 属 
性 。 

(3) 除非 另外 指定 ， 使 用 者 应 该 知道 ， 大 多 数 商业 目的 有 
限 元 软件 是 在 连续 理论 的 基础 上 开发 的 。 但 它们 对 亚 微米 级 的 
MEMS 和 微 系 统 组 件 不 适用 。 商 业 有 限 元 程序 因此 不 能 不 在 亚 微 
米 级 的 MEMS 和 微 系统 设计 分 析 中 受到 限制 。 

(4) 预测 由 多 层 薄 膜 形 成 的 元 件 或 不 同 材料 连接 的 微 系统 
和 MEMS 的 机 械 行为 很 困难 。 这 些 元 件 的 装配 产生 不 可 避免 的 
残余 应 力 和 固有 应 力 。 当 在 设计 分 析 中 使 用 商业 有 限 元 程序 的 时 
候 应 意识 到 这 个 现象 。 

尽管 上 述 有 限 元 程序 存在 技术 缺陷 ， 它 们 仍然 是 唯一 可 用 的 
MEMS 和 微 系 统 设计 和 仿真 的 方法 。 使 用 者 需要 有 这 个 工具 丰富 
的 知识 ， 同 时 需要 知道 它 的 局 限 性 。 


8.1.6 有限 元 的 分 析 例子 


下 面 分 析 的 是 一 个 正方 形 板 ， 圆 环 在 受 压 力 时 的 受 力 情况 ， 
因为 板 是 正方 形 的 ， 圆 环 是 严格 对 称 的 ， 我 们 把 正方 形 沿 对 角 线 
分 割 成 四 个 三 角形 ， 对 其 中 一 个 三 角形 分 析 受 力 ， 得 出 结果 后 再 
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映射 到 整个 正方 形 。 因 此 ， 我 们 在 建 模 时 只 建立 一 个 三 角形 即 
可 。 

第 一 步 : 定义 单元 类 型 。 我 们 选择 实体 单元 类 型 ， 定 义 为 
structural solid/ Brick 8node45 。 

第 二 步 : 定义 材料 属性 。 在 这 个 过 程 中 我 们 把 模型 定义 为 各 
向 同性 线形 材料 ， 例 如 ， 普 通 钢 材 它 的 杨 氏 模 量 为 2 x 10! Pa, 
泊 松 比 为 0.3。 

第 三 步 : 实体 建 模 。 我 们 建立 一 个 等 腰 直 角 三 角形 (也 就 
是 正方 形 沿 对 角 线 分 割 开 ， 取 其 中 1⁄4 份 ) ， 先 建立 一 个 平面 三 
角形 ， 把 上 顶点 割 下 一 小 块 作为 受 力 的 部 位 ， 这 样 这 个 三 角形 就 
成 了 一 个 上 边 极 小 的 梯形 ， 从 上 面 施加 均 布 力 。 又 设 它 是 一 个 有 
厚度 的 实体 模型 。 I 

第 四 步 : 划分 网 络 ， 生 成 单元 。 这 是 有 限 元 分 析 中 最 重要 
的 一 步 ， 也 就 是 确定 计算 结果 及 其 精度 的 一 步 。 在 这 里 我 们 用 
自动 划分 并 填写 划分 网 络 的 大 小 。 因 为 这 里 分 析 是 一 个 较 简单 
的 模型 ， 所 以 我 们 没 再 细 化 ， 在 一 些 大 的 工程 分 析 时 我 们 可 以 
在 一 些 需要 注意 的 地 方 和 要 求 较 高 的 地 方 〈 例 如 应 力 较 大 或 空 
间 变 化 较 大 的 地 方 ) 进行 较 细 的 划分 ， 来 提高 精度 ， 使 分 析 更 
加 接近 真实 值 ， 这 也 是 最 能 体现 工程 分 析 人 员 能 力 的 一 个 环 
节 。 

”第 五 步 : 施加 位 移 约束 和 载荷 。 对 实体 施加 位 移 约束 时 我 们 
对 下 底面 施加 了 Y 轴 向 位 移 约束 ， 对 直角 侧面 施加 X 轴 向 位 移 约 
东 。 对 上 底面 施加 均 布 力 。 

第 六 步 : 求解 。 对 模型 进行 求解 得 到 受 力 分 布 图 。 

第 七 步 : 后 处 理 。 

我 们 把 此 模型 分 析 得 到 的 结果 按 对 称 规律 得 到 正方 形 、 圆 环 
分 别 在 受 挤 压力 和 沿 铝 垂 径 向 集中 力 时 的 最 大 剪 切 应 力 的 分 布 
图 , 如 图 8 -2~ 图 8 -4 所 示 。 图 8 -3、 图 8 -4 所 示 的 结果 与 
图 4-9、 图 4 - 10 一致 。 这 说 明 本 书 所 推导 的 核心 公式 ( 式 
4-73、 式 4-74、 式 4-75) 得 到 有 限 元 分 析 证 明 。 
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图 8 -2 爱 力 面 在 z 轴 为 0.2cm 的 方 板 的 剪 切 应 力 分 布 图 
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图 8 -3 受 铅 直径 向 集中 力 圆 环 ， 其 内 外 径 之 比 a=0.5 时 剪 切 应 力 分 布 图 


198 | 8 应 力 场 数 值 计算 有 限 元 方法 


235.895 2453 4669 6996 9195 
1344 3561 sm 3994 10211 


图 8 -4 受 铅 直 径 向 集中 力 圆 环 ， 其 内 外 径 之 比 =0.7 时 的 剪 切 应 力 分 布 图 


8.2 Marc 软件 在 多 晶 硅 压力 传感器 设计 中 的 应 用 


几乎 所 有 MEMS 和 微 系统 如 压力 传感器 都 有 复杂 的 三 维 几 
何 形状 。 由 于 这 些 传感器 和 器 件 都 在 高 温和 受 力 条 件 下 使 用 ， 并 
且 在 使 用 中 受到 较 大 的 载荷 ， 有 限 元 方法 是 唯一 能 获得 有 效 解 的 
方法 。Marc 和 ANSYS 是 有 限 元 方法 中 的 著名 软件 。 这 是 计算 机 
辅助 工程 分 析 中 应 用 广泛 的 工程 分 析 软 件 ， 它 可 应 用 于 不 同 领 
域 ， 如 机 械 、 航 天 、 土 木 、 电 子 等 。 其 有 限 元 软件 包 是 一 个 多 用 
途 的 有 限 元 法 计算 机 设计 程序 ， 可 用 来 解决 结构 、 流 体 、 电 力 、 
电磁 场 问题 。 下 面 是 对 这 些 软件 分 析 方法 和 使 用 作 一 简短 介绍 ， 
着 重 于 力学 分 析 。 

本 节 我 们 使 用 的 有 限 元 分 析 软 件 是 MSC. Software 公司 出 品 
的 MSC. Marc。 它 是 功能 齐全 的 高 级 非 线性 有 限 元 软件 ， 具 有 极 
强 的 结构 分 析 能 力 。 可 以 处 理 各 种 线性 和 非 线 性 结构 分 析 ， 包 
括 : 线性 / 非 线 性 静 力 分 析 、 模 态 分 析 、 动 力 响应 分 析 、 失 效 和 
破坏 分 析 等 ， 对 对 流 、 辐 射 、 相 变法 热 等 复杂 边界 条 件 的 温度 
场 ， 以 及 流 场 ， 电 场 ， 磁 场 ， 也 提供 了 相应 的 分 析 求 解 能 力 。 
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8.2.1 力学 分 析 步 骤 


具体 如 下 : 

第 一 步 : 建立 模型 。 指 定 文件 名 ， 分 析 标 题 ， 定 义 单元 类 
型 ， 定 义 单 元 常量 ， 定 义 材料 性 质 ， 生 成 实体 几何 模型 ， 划 分 网 
络 ， 生 成 单元 。 

第 二 步 : 施加 位 移 约 束 和 载荷 ， 应 根据 实际 指定 边界 和 位 移 
情况 。 

第 三 步 : 求解 得 到 应 力 分 布 图 、 位 移 分 布 图 。 应 力 又 分 为 
正 应 力 、 切 应 力 、 第 一 主 应 力 、 第 二 主 应 力 和 最 大 剪 切 应 力 。 
最 大 前 切 应 力 可 表明 最 时 发 生 屈服 形变 的 地 点 。 平 面 应 变 场 中 最 
大 剪 切 应 力 rmex 与 第 一 和 第 二 主 应 力 P 和 ps 的 关系 为 : rmu = 


1 
FP1 -Pp2)o 


8. 2.2 多晶硅 压力 传感器 有 限 元 分 析 


设计 传感器 时 ， 需 要 在 不 降低 膜 片 过 载 能 力 的 条 件 下 ， 使 传 
感 器 获得 较 高 的 灵敏 度 ， 较 小 的 零点 输出 ， 热 零点 漂移 、 热 灵敏 
度 漂 移 ， 这 都 需要 充分 利用 膜 片 上 的 应 变 效 果 ， 把 力 敏 电阻 布置 
在 弹性 膜 片 的 较 高 应 变 处 ,使 传感器 的 灵敏 系数 K 尽 可 能 大 。 
同时 ， 按 传感器 工作 电路 的 原理 ， 并 能 按 线性 规律 工作 ， 应 满足 
式 8 -1 的 工作 条 件 : 

名 =Ks (8-1) 
式 中 , R 是 力 敏 电阻 值 ; K 为 电阻 应 变 敏感 材料 的 灵敏 系数 ; e 
是 应 变 。 由 式 8 -1 可 以 看 出 ， 硅 膜 上 的 电阻 相对 变化 与 应 变 成 
正比 ， 只 要 计算 得 到 应 变 ， 电 阻 相对 变化 也 就 相应 得 到 。 


8. 2.3 ”压力 传感器 膜 厚 与 应 力 的 关系 
下 面 讨论 的 是 方形 膜 片 应 变 分 布 ， 用 有 限 元 软件 Mare 对 弹 


200 | 8 应 力 场 数 值 计算 有 限 元 方法 


性 膜 片 进行 分 析 ， 确 定 力 敏 电阻 的 排 布 并 模拟 分 析 膜 的 应 变 与 膜 
的 大 小 、 厚 度 的 关系 。 

本 书 用 简化 模型 ， 假 设 传感器 应 变 膜 由 厚度 只 有 几 十 微米 的 
硅 膜 所 构成 ， 而 实际 硅 传感器 硅 膜 上 有 更 薄 的 〈 远 远 小 于 1pm) 
氮 化 铝 和 氮 化 硅 膜 ， 但 简化 模型 并 不 影响 分 析 结 果 。 弹 性 承载 膜 
为 一 正方 形 膜 ， 边 长 为 4mm。 选 方形 承载 膜 面 为 xy 面 ， 正 方形 
左下 角 为 坐标 原点 ，z 轴 垂 直 于 膜 面 。 受 均匀 垂直 载荷 的 弹性 薄 
膜 面 上 没有 额外 弯 矩 、 扭 矩 ， 仅 有 张 应 力 和 拉 应 力 。 

令 膜 边界 固 接 ， 可 用 二 维 有 限 元 法 计算 应 力 分 布 。 硅 的 弹性 
模 量 =127GPa， 泊 松 比 v= - S12E =0.278， 硅 的 断裂 强度 为 
450MPa。 设 膜 面 上 施加 10kPa 压力 ， 对 方腊 进行 网 格 划 分 ， 得 
出 各 节点 坐标 。 共 划分 为 400 个 单元 ，882 个 节点 。 我 们 对 不 同 
膜 厚 上 从 10pum 到 300pum 进行 了 模拟 ， 得 到 了 膜 中 心 处 的 最 大 应 
力 on， 如 表 8 -1 所 示 。 并 且 由 此 数据 画 出 了 当 施 加 10kPa 压力 
时 ， 膜 厚 上 与 所 对 应 的 位 于 膜 中 心 处 的 应 力 ea 的 关系 曲线 ， 如 
图 8 -5 所 示 。 


表 8 -1 施加 压力 为 10kPa 时 膜 中 心 处 的 应 力 ou 


Velo fal ol slo] [mlm ll [ml 


30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 
tum 


图 8 -5 施加 10kPa 压力 时 ， 膜 厚 : 与 膜 中 心 处 应 力 eu 的 关系 
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从 图 8 -5 可 以 看 出 ， 施 加 压力 为 一 特定 值 时 ， 随 着 膜 厚 的 
增加 ， 膜 中 心 处 的 应 力 是 按 平 方 关系 逐渐 减 小 的 。 用 上 述 模型 ， 
我 们 又 分 析 ， 当 * 方向 主 应 力 eu 在 膜 左 边缘 中 点 达到 44. 13MPa 
时 ， 膜 的 承载 压力 p 及 极限 耐 压 p, 与 膜 厚 : 的 关系 ， 示 于 表 
8 -2 中 ， 并 画 出 了 关系 曲线 ， 见 图 8 -6 (曲线 A 为 py 与 1 的 关 
系 曲线 ; 曲线 B 为 p, 与 ;的 关系 曲线 ) 。 


表 8 -2 应 力 达 到 44.13MPa 时 ， 膜 的 承载 压力 PN 及 
极限 耐 压 p. 与 膜 厚 上 的 关系 


¿iu | 10 [30 [| 6 | o | oo | iso | 26 300 
pr/kPa iii | 10 | 4 | 90 | 160 | 250 | 4 | 640 1000 
p /kPa |11.33 |101.9 |40.89 [917.74 |i31. s4p549.28|996_eo|ss26. 17|8259. 69| 
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图 8 -6 压力 pw( 曲 线 A) 和 p.( 曲 线 B) 与 膜 厚 :的 关系 图 


从 图 8 -6 可 以 看 出 ， 膜 上 应 力 达到 一 特定 值 时 ， 随 着 膜 厚 
的 增加 ， 膜 对 压力 的 承载 能 力也 是 增加 的 ， 并 且 两 者 是 成 平方 关 
系 增加 的 。 


8.2.4” 力 第 电阻 条 的 布置 


仍 用 以 上 简化 模型 进行 模拟 ， 弹 性 方腊 尺寸 为 4mm x 4mm， 
膜 厚 选 择 为 30km。 边 界 条 件 和 参数 同上 所 述 。 为 使 力 敏 电阻 产 
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生 较 大 的 压 阻 效应 ， 应 使 4 个 力 敏 电阻 位 于 尽 可 能 大 的 应 力 处 ， 
电阻 条 沿 更 大 的 应 力 方 向 时 能 取得 更 大 的 压 阻 效应 。 硅 弹性 膜 受 
到 和 匀 布 垂直 压力 10kPa 作用 后 ，z 方向 产生 如 图 8 -7 所 示 的 位 
移 。 这 时 ， 从 图 8 -8 可 以 看 出 ， 在 膜 边 附 近 ， 横 向 应 力 cu 大 
于 纵向 应 力 rz 。 也 就 是 说 ， 垂 直 膜 边 方向 有 更 大 的 应 力 。 在 膜 
中 央 两 者 差不多 ， 但 应 力 符号 与 膜 边 附 近 时 相反 。 往 往 一 条 电阻 
条 的 阻 值 不 能 满足 电学 要 求 ， 需 要 多 条 串联 才 行 。 否 则 ， 单 条 就 
会 超过 图 8 -9 所 示 的 边界 附近 的 深 色 高 应 力 区 。 这 样 ， 多 条 串 
联 时 便 有 折 弯 ， 折 弯 部 分 对 压 阻 效应 产生 不 利 影响 ， 因 此 折 弯 部 
分 越 短 越 好 。 最 后 应 将 串联 电阻 作为 惠 斯 顿 电 桥 一 个 桥 臂 。 因 
此 ， 两 个 桥 臂 布置 在 膜 边缘 附近 且 又 垂直 边 的 方向 ， 另 两 个 桥 臂 
布置 在 膜 的 中 央 ， 它 们 分 别 构成 惠 斯 顿 电 桥 的 相对 的 两 个 桥 臂 。 
受 压 时 ， 在 膜 边缘 附近 和 在 膜 的 中 央 的 电阻 条 所 受 的 应 力 符 号 相 
反 ( 即 正和 负 )。 因 此 压 阴 效应 使 两 者 电阻 变化 方向 相反 ， 电 桥 
有 较 大 输出 ， 以 提高 灵敏 度 。 


n 


图 8 -7 膜 面 中 线 z 方 向 位 移 云图 


从 图 8 -7 中 网 格 可 以 看 出 ， 零 应 力 区 到 方 膜 边界 距离 为 
0. 6mm (3 个 小 网 格 ， 每 个 小 网 格 0. 2mm) 。 所 有 边 附近 的 电阻 
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图 8 -8 cz 、ou 对 照 图 


图 8 -9 硅 弹性 膜 等 效应 力 云图 


长 度 最 大 不 能 超过 0. 6mm。 力 敏 电 阻 从 膜 边 边界 到 零 应 力 区 取 3 
个 节点 ， 节 点 拉 应 力 S, 值 取 41.1253MPa、34.7922MPa、 
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18.2442MPa， 累 加 值 为 97. 1617MPa; 膜 中 间 力 敏 电 阻 取 4 个 节 
点 ， 节 点 压 应 力 S, 值 取 - 21.8093MPa, - 23.0961MPa、 
-23. 5108MPa、-23. 0961MPa， 累 加 值 为 - 91. 5123MPa， 见 图 
8 -10。 四 个 力 敏 电阻 基本 做 到 大 致 相等 的 应 力 ， 从 而 4 个 力 敏 
电阻 获得 较 均衡 的 压 阻 效 应 。 


图 8 -10 x=2.0mm 直线 上 各 节点 7 方向 应 力 云图 


如 果 ， 边 附近 的 压 敏 电阻 分 别 向 边 移动 (不 超出 方 膜 内 )， 
拉 应 力 〈 拉 应 变 ) 累加 值 增加 ， 大 大 超过 中 间 两 个 电阻 压 应 力 
( 压 应 变 ) 累加 值 ; 如 果 边 附近 的 压 敏 电阻 分 别 向 中 间 移 动 ， 拉 
应 力 ( 拉 应 变 ) 累加 值 减 小 ,大 大 小 于 中 间 两 个 电阻 压 应 力 
( 压 应 变 ) 累加 值 。 这 两 种 情况 ， 均 将 破坏 4 个 压 敏 电阻 压 阻 效 
应 的 均衡 ,影响 压力 传感器 的 稳定 性 。 

另外 ， 又 对 三 维 立体 图 进行 了 模拟 ， 分 别 模拟 了 1⁄4 模型 和 
整个 模型 ， 如 图 8 -11~ 图 8 -14 所 示 。 从 图 8 -11 -~ 图 8 -14 
中 可 以 看 出 : 应 力 分 布 与 二 维 时 趋向 相同 ， 只 是 数值 稍微 有 差 
别 。 基 于 应 力 分 布 和 多 晶 硅 电阻 条 在 纵向 相 比 横向 有 较 大 的 压 阻 
系数 的 性 质 ， 我 们 选择 图 8 - 15 所 示 的 排列 方式 。 方 形 膜 上 四 条 
力 敏 电阻 的 分 布 分 别 位 于 中 心 和 边缘 具有 不 同 符 号 〈 即 压 和 张 ) 
的 应 力 区 。 
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图 8 -12 1⁄4 模型 时 x 方 向 的 应 力 
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图 8 -13 Von Mises 等 效应 力 


T. less 


(nes 
— 
2 nens 
1 esas 
-ao 


aeos 


图 8 -15 方形 膜 上 四 条 力 敏 电阻 的 分 布 
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8.2.5 多晶硅 压力 传感器 的 基本 结构 及 工艺 


多 晶 硅 薄膜 作为 一 种 重要 的 半导体 薄膜 材料 ， 早 已 引起 人 们 
的 重视 。20 世纪 70 年 代 中 期 ， 硅 栅 MOS 器 件 的 出 现 使 多 晶 硅 
在 器 件 结构 中 得 以 应 用 。20 世纪 80 年 代 ， 多 晶 硅 成 了 先进 器 件 
材料 的 主力 军 。 除 了 MOS 栅 之 外 ， 多 晶 硅 还 用 在 SRAM 器 件 中 
的 负载 电阻 、 沟 槽 填充 ; EEPROM 中 的 多 层 聚 合 物 、 接 触 阻 隔 
层 ; 双 极 型 器 件 的 发 射 极 和 硅化 物 金属 配置 中 的 一 部 分 。20 世 
纪 80 年 代 后 期 ， 基 于 多 晶 硅 较 大 的 压 阻 系数 和 良好 的 温度 特性 ， 
有 人 提出 了 多 晶 硅 高 温 压 力 传感器 。 多 晶 硅 电阻 器 是 制备 在 绝缘 
衬 底 (如 Si0; 、SisaN4 、AIN、 蓝 宝石 膜 ) 之 上 的 。 与 一 般 用 p - 
n 结 隔离 的 扩散 电阻 不 同 ， 它 没有 反 向 漏电 现象 ， 从 而 提高 了 传 
感 器 的 工作 温度 。 多 晶 硅 的 应 变 因 子 较 大 ， 因 而 传感器 的 灵敏 度 
高 。 它 的 电阻 温度 系数 取决 于 摊 杂 浓度 ， 可 控制 为 正 的 或 负 的 ， 
容易 实现 热 零点 漂移 的 温度 补偿 。 而 且 多 晶 硅 容 易 制作 ， 电 阻 值 
容易 用 激光 修正 ， 所 以 多 晶 硅 在 压力 传感器 中 的 应 用 日 渐 重 要 。 

下 面 对 多 晶 硅 高 温 压 力 传感器 的 研制 和 结构 设计 、 加 工 工 艺 
等 问题 作 简单 介绍 。 

压力 传感器 结构 如 图 8 - 16 所 示 。 当 外 部 压力 作用 于 弹性 承 
载 膜 〈 即 硅 杯 ) 时 ， 使 弹性 承载 膜 产生 应 变 ， 这 种 应 变 传递 到 
多 晶 硅 电阻 条 上 ， 表 现 为 力 敏 电阻 条 电阻 值 的 变化 。 由 于 四 根 力 
敏 电 阻 条 作为 惠 斯 顿 电 桥 的 四 桥 臂 ， 桥 的 对 面 四 桥 辟 分 别 布置 在 
弹性 承载 膜 的 边缘 区 和 中 心 区 ， 由 8. 2. 4 节 可 知 ， 它 们 受 应 力 符 
号 相反 。 当 对 面 的 二 桥 臂 力 敏 电阻 产生 压 应 变 时 ， 电 阻 率 变 小 ; 
而 另 一 对 面 二 桥 臂 力 敏 电阻 产生 拉 应 变 ， 电 阻 率 变 大 。 当 人 恒 流 源 
通过 电 桥 时 ， 输 出 电压 出 现 差 值 。 它 反映 压力 大 小 及 其 变化 ， 力 
敏 电阻 变化 AR/R 越 大 ， 传 感 器 灵敏 度 越 高 ; 4 个 力 敏 电阻 值 
(绝对 值 ) 变化 越 一 致 ， 传 感 器 稳定 性 越 好 。 图 8 - 16 左 示 出 多 
晶 硅 压力 传感器 的 衬 底 各 层 间 的 关系 ， 它 们 分 别 用 反应 溅 射 法 制 
备 ， 详 见 专利 号 ZL2006，10013089。 图 8 - 16 右 示 出 最 终 的 多 
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晶 硅 压力 传感器 的 结构 ， 硅 杯 是 各 向 异性 腐蚀 加 工 形成 的 。 为 什 
么 采用 氮 化 铝 作 隔离 膜 ? 由 图 8 - 16 中 的 右 图 可 见 ， 因 为 这 时 无 
p -2 结 防止 从 衬 底 到 电阻 条 的 漏电 。 且 和 氮 化 铝 与 硅 的 线 膨胀 系 
数 接近 ， 因 此 热 应 力 小 。 另 外 ， 氮 化 铝 的 导热 系数 小 ， 散 热 快 。 
详 见 8. 3 节 。 多 晶 硅 是 怎样 形成 的 ? 溅 射 的 非 晶 硅 在 600 忆 退火 
依靠 铝 诱导 转化 形成 。 由 于 铝 的 诱导 转化 温度 很 低 ， 氮 化 铝 隔离 
膜 也 是 由 溅 射 的 非 晶 态 在 700 人 退火 后 转化 成 晶 态 的 ， 详 见 专利 
号 ZL2006 10013089 及 5.5 节 X 射线 分 析 。 


maman. 


me 一 一 氮 化 硅 钝 化 膜 ( 原 ) — 一 气 化 硅 钝 化 膜 (新 ) 
ZZZZzzZ3 一 一 纳米 多 日 硅 (P 型 ) ZZZZZ2 一 一 纳米 多 晶 硅 力 敏 电阻 (P 型 ) 
qm 一 一 氨 化 铝 绝缘 隔膜 am 一 一 氨 化 铅 绝缘 隔膜 


国 于 一 aii JN] 一 一 单 品 硅 本 


图 8 -16 压力 传感器 的 衬 底 〈 左 ) 和 结构 ( 右 ) 


8.3 高 温 压力 传感器 热 模拟 


我 们 利用 AIN 隔膜 作 衬 底 制备 多 晶 硅 压力 传感器 ， 取 消 了 
pP-n 结 ， 咏 止 了 反 向 漏电 的 不 利 影响 。8. 2 节 分 析 了 压力 膜 中 的 
应 力 分 布 和 多 晶 硅 力 敏 电阻 条 的 布置 。 本 节 讨 论 AN 隔膜 的 作 
用 ， 利 用 其 有 高 的 热 导 率 ， 特 别 是 强调 它 对 膜 中 温度 分 布 的 散热 
效果 观察 。 我 们 利用 ANSYS 软件 进行 稳 态 热 分 析 。 


8.3.1 概述 


对 于 稳 态 热 分 析 ， 如 果 系 统 的 净 热 流 率 为 0， 即 流 人 系统 的 
热量 加 上 自身 产生 的 热量 等 于 流出 系统 的 热量 : gw 和 + 9 生成 
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9 流出 =0， 则 系统 处 于 热 稳 态 。 在 稳 态 热 分 析 中 任 一 节点 的 温度 
不 随时 间 变 化 。 稳 态 热 分 析 的 能 量 平 衡 方 程 为 (以 矩阵 形式 表 
示 ): 


[K]{7! =1{Q@} (8 -2) 
式 中 [K] 一 一 传导 和 矩阵， 包含 热 导 率 ， 对 流 系数 及 辐射 率 和 形 
状 系数 ; 
{一 一 节点 温度 向 量 ; 


{Qj 一 一 节点 热流 率 向 量 ， 包 含 热 生成 。 

ANSYS 利用 模型 几何 参数 、 材 料 热 性 能 参数 以 及 所 施加 的 
边界 条 件 ， 生 成 [K] 、{7} 以 及 1Q}。 

为 了 减少 计算 机 的 计算 量 并 提高 计算 速度 ， 我 们 只 建立 高 温 
压力 传感器 的 二 维 截 面 图 ， 并 且 只 建立 硅 衬 底层 、 中 间 层 和 电阻 
层 ， 这 并 不 影响 对 模型 的 温度 分 析 。 

其 中 Si 衬 底 是 边 长 为 4000km， 厚 度 为 400hm 的 方形 。 硅 
杯 底面 (100) 与 侧 壁 (111) 所 成 角度 约 为 4"，2、4 间 弹 性 
膜 宽 约 为 2520pm，1 、3 间 弹 性 膜 宽 为 2020pjm， 高 度 为 370pm。 

AIN 厚度 范围 : 0. 25 ~1. 5pm， 在 制备 ANN 薄膜 时 要 考虑 多 
方面 因素 ， 既 要 考虑 制备 时 间 的 长 短 ， 又 要 考虑 AIN 在 高 温 压 
力 传感器 中 所 起 的 作用 。AIN JE 


度 过 大 ， 势 必 造 成 溅 射 时 间 过 长 
而 且 散热 能 力 减 弱 ; 而 AIN K 
薄 ， 耐 压 能 力 降低 ， 所 以 要 综合 oL 4 


考虑 。 

电阻 在 截面 图 中 只 可 以 看 到 
三 个 (图 8 -17), 每 条 长 度 为 
120pm， 厚 度 为 1pm， 并 且 分 布 在 膜 宽 范 围 内 。 


8. 3.2 AIN. SiO,. Al,O, 作为 绝缘 层 时 的 比较 
利用 ANSYS10. 0 对 AIN、Si0 和 Al,0, (它们 的 线 膨 胀 系 


图 8 -17 模型 示意 图 
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数 和 导热 系数 如 表 8 -3 和 表 8 -4 所 示 ) 分 别 作 绝 缘 层 (散热 
J) 温度 分 析 ， 比 较 哪 一 种 材料 更 适合 作 散 热 层 。 


表 8 -3 不 同 材料 的 线 膨胀 系数 
材 料 Si AIN i ALO, (99%) 
线 膨胀 系数 /K-! | 2.62x10-5 | 2.58x10-5 5.6x10- 


表 8 -4 不 同 材料 的 导热 系数 
材 料 Si AIN Si0, 多 晶 硅 |ALO, (99%) 


导热 系数 /W* (m -K) -!| 138 65 1.4 149 30 


理论 上 AIN 与 硅 的 线 膨胀 系数 接近 ， 附 着 力 高 ， 耐 击 穿 性 
好 ， 散 热 性 好 ， 更 有 利于 器 件 工作 ， 所 以 AIN 应 优 于 Si0。 和 
Al 03 。 下 面 我 们 通过 ANSYS 软件 来 验证 散热 效果 。 

假设 高 温 压 力 传感器 工作 在 300C ， 空 气 对 流 系数 为 10W/ 
(m. C), 

ANSYS 热 载荷 类 型 分 为 便 流 、 热 流 率 、 对 流 换 热 及 辐射 换 
热 。 对 于 本 例 ， 需 在 模型 上 加 载 空气 对 流 系数 和 要 求 环境 可 达到 
的 温度 为 300T ， 电 阻 条 作为 热源 ， 需 加 载 热 生 成 率 ， 在 实际 模 
型 中 有 4 组 电阻 条 ， 并 且 构 成 惠 斯 顿 电 桥 ， 如 图 8 - 18 所 示 ， 电 
源 电压 为 10V， 每 组 电阻 条 阻 值 为 5kQ， 则 可 计算 出 在 图 8 - 18 


I) " 


图 8 -18 BEMUBUBSPF 
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中 每 个 电阻 应 加 载 的 热 生成 率 ， 用 HGEN 表示 ， 在 ANSYS 中 计 
算 平 面 上 加 载 热 生成 率 需要 较 复杂 的 数学 计算 与 热学 理论 推导 ， 
此 处 我 们 直接 给 出 热 生 成 率 为 2000W/m? 。 

经 ANSYS 求解 ， 并 后 处 理 得 到 图 8 - 19 ~ 图 8 -22。 从 图 
8 -19~ 图 8 -22 中 我 们 可 以 看 出 模型 的 温度 分 布 : 当 AIN 作为 
散热 层 时 ， 模 型 各 点 的 温度 范围 为 300 ~ 345. 3 忆 ; 当 Si0, 作为 
散热 层 时 ， 模 型 各 点 的 温度 范围 为 300 ~ 362. 297C ; 当 Al0s 
作为 散热 层 时 ， 各 点 的 温度 范围 为 300 ~ 349.064C。 可 见 AIN 
作为 绝缘 膜 时 器 件 的 最 高 温度 要 低 于 Si0, 与 Al,0, 作为 绝缘 腊 
时 器 件 的 工作 温度 ， 即 AIN 的 散热 能 力 要 优 于 Si0, 与 Al,0;， 
所 以 AIN 更 适合 作 散 热 层 ， 也 验证 了 我 们 的 推测 。 


图 8 -19 AIN 作为 散热 层 时 的 温度 分 布 图 


8.3. 3 ”散热 层 不 同 厚度 时 衬 底 温度 的 比较 


8 -22 中 以 0 点 为 左下 角 平 面 直角 坐标 系 的 原点 ， 水 平 . 
方向 为 x 轴 ， 竖 直方 向 为 y 轴 ， 建 立 平面 直角 坐标 系 ， 取 4 点 坐 
标 为 《2000，400)，B 点 坐标 为 《2000，395) ，C 点 坐标 为 
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Tor! 
TPR (Av) l 
a | 
58 299.977 

4 | 


299977 310.065 320.154 330.243 340.332 
305.021 315.11 325.199 335.287 345.376 


图 8-20 图 8-19 中 DD 处 的 局 部 放大 图 


moi ob ANSYS| 


ee am 12 2007 
-pt 14:46:02 
TEL 

TPD (AW) | 
[E20] 

sm 299.062 

3 «2. 


It 


37 341.485 355.359 
320.674 


255- 313.737 1 
a 334.548 349.422 352,297 


8 -21 Si0, 作为 散热 层 时 的 温度 
分 布局 部 放大 图 


(2000, 385) ， 所 求 温度 值 见 表 8 -5， 利 用 ANSYS 软件 模拟 出 
散热 层 不 同 厚度 时 模型 不 同 点 的 温度 值 ， 并 画 出 温度 随 其 厚度 变 
化 的 关系 曲线 ， 如 图 8 -23 所 示 。 
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mat sorte ANSYS 
sma ea | 
=m w 
m 

ue 

=m 

m=. 

— otaa 


299.9 310.887 321.794 332.702 343.61 
305.433 316.34 327.246 330.156 349.064 


图 8 -22 Al,O, 作为 散热 层 时 的 温度 
分 布局 部 放大 图 


表 8 -5 ANSYS 模拟 4、B、C 三 点 温度 数据 


0.75 
330.8 


334 

332 

330 4 
2 328 B 
车 326 

324 


318 1 L 1 1 L 
0 025 050 05 100 123 10 175 


厚度 /hm 
图 8 -23 衬 底 温 度 与 散热 层 厚 度 的 关系 
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8. 3.4 ”散热 层 不 同 厚度 时 电阻 中 心 点 温度 的 比较 


当 散 热 层 为 不 同 厚度 时 ， 用 ANSYS 求 出 电阻 中 心 点 的 温度 ， 
比较 散热 层 不 同 厚度 时 其 散热 性 能 。 我 们 取 中 间 电 阻 中 心 点 进行 
研究 ， 其 横 坐 标 为 4000， 纵 坐标 随 着 散热 层 厚度 的 改变 而 改变 。 
所 求 温度 值 如 表 8 -6 所 示 。 


表 8 -6 ANSYS 模拟 电阻 中 心 点 的 温度 与 散热 层 厚度 的 关系 


336.9 337.5 337.8 338.0 338.3 


温度 /% |Al,03| 337.0 338.1 338.5 338.9 339.5 


Si0, | 337.7 339.0 340.5 


从 而 得 到 电阻 中 心 点 温度 与 散热 层 厚度 的 关系 曲线 ， 如 图 
8 -24 所 示 。 


338 AIN 


L. 1 1 1 + 了 
0 025 050 075 100 125 150 175 
厚度 /hm 


8 -24 电阻 中 心 点 温度 与 散热 层 厚 度 的 关系 
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本 书 讨论 了 受 径 向 顶 力 下 (9 = /2) 圆 环 中 的 应 力 分 布 ， 
提出 了 核心 公式 。 此 时 ， 圆 环 具 有 二 重 对 称 性 。 为 更 全 面 起 见 ， 
作者 试图 还 提出 三 重 和 四 重 对 称 性 受 径 向 力 圆 环 中 的 应 力 分 布 公 
式 ， 以 利于 读者 应 用 。 


9.1 薄 圆 环 中 应 力 及 弯 矩 分 析 计算 
受 径 向 顶 力 (此 时 9=m/2) 薄 圆 环 中 的 应 力 分 布 公式 ， 
早 由 Timoshenko S. ( Phil. Mag. ，1922，44，1014) 提出 : 


-+3HM) _ 3 1 之 
Go ( 0) =*> Wo’ + jor * Re(eos0 -2) 


式 中 ，cw 为 内 外 壁 上 周 向 应 力 ; 9 角 见 图 1 -1; W 为 环 宽度 ; 6 
为 半壁 厚 ; Ra 为 中 径 ; M 为 环 的 弯 矩 ; F 为 径 向 顶 力 (0 = mV/ 
2) 。 这 一 公式 满足 能 量 极 小 值 原理 。 内 外 壁 上 周 向 应 力 em 与 圆 
环 的 弯 矩 M 之 间 的 关系 为 : 


g = +—M(0) 


5 
两 者 成 正比 ， 所 以 只 需 讨论 圆 环 的 弯 矩 M 便 行 。 
9.1.1 受 二 重 对称 性 径 向 力 圆 环 中 的 弯 矩 M 和 应 力 分 布 公式 计 
算 
弯 矩 平衡 时 有 : 
M(0) = +FRa(1 — — cos0) + M(0°) 


关键 是 得 到 M(0°) ， 这 便 很 方便 地 得 到 M(8) 。 由 能 量 极 小 
值 原理 〈 即 泛 函 M(6) 的 变 分 为 零 ) 可 得 : 
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6 1 8 rl1 > 
a) 2 k (9) = 元 二 全 [FRa(1 - cosg) + M(0°) ]2dg 
= Í +I FR (1 ~ cos0) ]d0 + Í M(0°)d0 


= lpRa(g — sing) |Z + M(0°)<xz/n 


FRa( mT/n - sinn/n) + M(0°)z/n = 0 


所 以 : M(0°) 
对 于 二 重 对 称 性 受 径 向 顶 力 圆 环 ，n =2， 所 以 : 
M(0°) = - > FRa (/2 -1)2/w = -二 PRa(1 -2/m)， 因 


- BPRa( n/n — sin z/n)n/T 


此 : 
M(0) = TFRa( 1 — cos0) — 二 PRa 1-2/7) 
= 二 PRa(2/m — cos0) 
这 就 是 Timoshenko 的 公式 。 
9%.1.2， 受 三 重 对 称 性 径 向 力 圆 环 中 的 弯 矩 M 和 应 力 分 布 公式 计 


算 
对 于 受 三 重 对 称 性 径 向 力 〈 互 成 120") 圆 环 ， 弯 和 矩 平 衡 式 
一 样 ， 但 n=3。 所 以 : 


M(0°) = -DFRa(m/n —sinm/n)n/m 


M(0°) = -—- FRa(/3 -sinm/3) x3⁄ = -FRa(1 -3/m x/8/2) 


“= -PRa(1 -0. 826) = -FRa x0.174 = -0.087FRa 


M(0) = FRa(1 -0.173 -cosg) 
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该 式 适 用 于 0>0> 全。 当 9 ==/6 Bf, M(z/6) = 并 PRoa(1 + 
0.173 - cos30°) = 0.308FRa 最 大 。 当 6>m6 时, M(0) = M x 
(9-m/3)。 例 如 : M(m/3) =M(m/3 -z/3) =M(0°) ~0。 

9.1.3 受 四 重 对 称 性 径 向 力 圆 环 中 的 弯 窍 M 分 布 公式 计算 

受 四 重 对 称 性 径 向 力 〈 互 成 90") 圆 环 中 的 弯 矩 平衡 式 与 上 
述 情况 不 一 样 。 当 9 =0°BF, 1⁄4 圆 环 中 除 垂 向 力 PK2， 还 有 水 
平方 向 力 F/2: 

M(0) =FRa(1 — cos0 + sin0) +M(0°) 

此 时 圆 环 具 0 至 w/4 四 重 对 称 性 ，n =4。 由 能 量 极 小 值 原 

s 


+ Juta, = so pe — cos0 + sing) + M(0°) ]2d8 


š 


二 人 2 


x” 


FRaf(1 — cos0 + sin0)d0 + JM(0°y46 
L 


FRa( 8 - sin0 - cos0) |# + M(0°)x:/4 


|= DI~ DH 


FRa(m/4 -V2+1) +M(O0°)m/4 = 0 


M(0°) = - 12FRa(1 - 4/wm x 0.4142) = - 0.4726FRa 
此 时 弯 矩 M 最 大 ， 所 以 : 
M(0) =FRa[ (1 — cos0 + sin0) - 0. 4726 ] 


当 9>22.5" 时 ，MH(9) = - M(0 -45°), 例如: M(45°) = 
~ M(0°) =0.4726FRa。 


9.2 厚 圆 环 中 应 力 计算 


受 二 重 对 称 性 径 向 力 〈 互 成 180") 厚 圆 环 ， 对 真实 应 力 需 
应 用 的 能 量 极 小 值 原理 为 : 
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(on + ozz )ndl = em +on)ds = 0 


或 和 (er + oo)ndg = fa + 00)d0 


|: 9 u 
=4 " ən r + Oo)d0 = 0 


受 二 重 对 称 性 径 向 力 ( RR 180°) 厚 圆 环 已 有 本 书 的 核心 
公式 : 


ow(a, 0) = -二 + 5] (局 向 正 应 力 ) 
ov(a,b) = -二 二 ( 径 向 正 应 力 ) 
og(a,0) = - rz ( 切 向 应 力 ) 
rss(a,0) =T-J[ce(a,0) =c, (a,0)] +4o5(a,9) 
(最 大 切 正 应 力 ) 


已 计算 出 圆 环 内 应 力 分 布 ， 又 由 等 最 大 切 应 力 raw 绘制 出 其 条 纹 
的 分 布 图 。1/4 圆 环 中 切 应 力 不 改 变 符号 。 

受 三 重 对 称 性 径 向 力 厚 圆 环 中 的 应 力 分 布 介绍 如 下 : 前 面 指 
出 ， 受 二 重 对 称 性 径 向 力 ( 互 成 180°) 厚 圆 环 与 受 三 重 对 称 性 
径 向 力 〈 互 成 120。) 厚 圆 环 的 弯 矩 平衡 式 一 样 ， 但 ”=3。 其 差 
别 在 于 无 栾 矩 截 面 方位 角 90 不 一 样 。 前 者 bo = cos-12/m = 
50. 4*， 后 者 约 为 零度 。gbo = cos -1(1 -0.173) ~0°。 而 且 ， 本 书 
第 一 作者 已 得 到 Airy 方程 特 解 : 

og% = - (F/2Br,) [ - 1/a +£(3a - o2/o ) ]cosg 


= - (F/2Br,)g(e)cos0 
( 见 式 4-46) 
o", = - (F/2Br,)[ - 1/e +£(a +a? /o ) ]cos0 
= - (F/2Br,)h(ea)cos0 


( 见 式 4-47) 
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o = - (F/2Br,)[ — 1/e +£(a + o2 /o ) ]sing 
= - (F/2Br,)h(a)sin0 
( 见 式 4-48) 
式 中 
g(a) =[-1/a+tt(3a-oa/e)] ( 见 式 4-49) 
h(a)=[-l/e +£(wa +oa2/oa?2)] ( 见 式 4-50) 


1 1 
.B= [gC da = [h(a)da = lna; + £(1 - a?) 
式 中 , £=/2/(r2 +7) ，r 和 ;为 外 、 内 半径 ; a =r/r,; ai =7;/ 


上 面 各 式 是 Airy 方程 解 的 结果 ， 与 受 力 对 称 性 无 关 , 但 它 
们 是 高 能 解 ， 不 是 实际 真实 解 。 因 此 受 三 重 对 称 性 径 向 力 时 ， 各 
应 力 真实 解 为 : 


aa(a, 0) = -BE Le(a) (cos — 1 +0.173) + 4 BJ 


( 周 向 正 应 力 ) 


or(a, 0) = + B= [h(a) (cos0 -1+0.173)] ( 径 向 正 应 力 ) 

z(a, 0) = -+ 站 h(a)sing 

( 切 向 应 力 ，1/4 圆 环 中 切 应 力也 不 改变 符号 ) 

Tmax(a，6) =+ [ce(e, 0) -or(a, 0) ]° +40%(a, 0) 

(最 大 切 正 应 力 ) 

这 些 应 力 满足 力 和 弯 和 矩 的 平衡 。 但 适合 9 =0° ~ 30"， 超 过 

此 范围 应 相对 0 =0° 或 9=30° 对 称 翻转 。 对 受 四 重 对 称 性 径 向 力 

厚 圆 环 中 的 应 力 分 布 留 给 读者 自己 推导 。 
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